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摘　要：利用变量选择方法估计和检测变点是目前流行且有效的方法。文章提出了一种基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 多变点估计

方法，该方法可以同时估计出线性回归模型中多变点的位置和数量。数值模拟结果显示，与基于 GMD 算法未分段的组 Lasso、未分段的自适应

Lasso 和未分段的 Lasso 三种变量选择算法的多变点估计方法相比，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 多变点估计方法在估计精度和计算速度两

方面均有显著优势。
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变点不仅在质量控制方面有广泛应用［1］，还被应用于生物医疗［2］、金融学［3-4］和地震学［5］等领域，变量选

择技术是目前检测和估计多变点的流行且有效的方法。Jin 等人通过引入一个特殊的设计矩阵将多变点检

测与高维线性回归模型的变量选择问题联系起来，提出了利用极小极大凹惩罚（Minimax Concave Penalty，

MCP）和带平滑削边绝对偏离法（Smoothly Clipped Absolute Deviation，SCAD）检测并估计了分段平稳自回归

过程（Piecewise Stationary Autoregressive Process，PSAR）中的多变点［6］。之后 Jin 等人又提出了一种快速且精

准的两阶段变点检测方法，应用 MCP、SCAD、最小绝对值收敛（Least absolute shrinkage and selection operator，
Lasso）和自适应最小绝对值收敛（Adaptive Least absolute shrinkage and selection operator，Adaptive Lasso）四种

变量选择方法，检测线性回归模型中的多变点［7］。周佳琪等人将两阶段变点估计方法拓展到面板数据模型

中，建立了空间网络自回归模型［8］。Sun 等人针对广义线性回归模型提出了一种两阶段多变点估计方法，并

证明了估计量的相合性［9］。吕丽等人基于两阶段多变点估计方法，应用随机加权自助法结合高斯混合模型

得 到 线 性 回 归 模 型 中 多 变 点 的 置 信 区 间［10］。 Wang 等 人 针 对 多 阈 值 比 例 风 险 模 型（Multi-threshold 
Proportional Hazards Model）提出了一种两阶段多变点估计方法，通过数值模拟和实证分析验证了该方法的

有效性和可行性［11］。李美琪等人通过分割数据建立相依观测数据的高维线性回归模型，将多变点估计问题

转化为变量选择问题，得到了多变点的相合估计量［5］。

组最小绝对值收敛（Group Least absolute shrinkage and selection operator，Group Lasso）最早是由 Yuan 等

人在 Lasso 的基础上提出的，用于组变量的选择［12］。Yang 等人提出了分组主要下降（Groupwise Majorization 
Descent，GMD）算法，是一种快速求解组 Lasso 的算法，该算法在求解过程中不要求组间变量正交［13］。李傲梅

运用基于 GMD 算法的自适应组 Lasso 来求解多元线性回归模型的变点问题，并通过数值模拟和实证分析验

证了该方法的有效性［14］。文章将组 Lasso 应用于两阶段多变点检测方法中变量选择的阶段，并利用 GMD 算

法求解组 Lasso. 数值模拟结果表明，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 多变点估计方法相较于基于 GMD 算法

《新疆师范大学学报》（自然科学版）

Journal of Xinjiang Normal University

（Natural Sciences Edition）

Vol.44，No.4

Dec. 2025

第 44 卷　 第 4 期

2025 年 12 月

1



新疆师范大学学报（自然科学版） 2025 年

的未分段的组 Lasso、未分段的自适应 Lasso 和未分段的 Lasso 对线性回归模型中多变点的估计在精确度和计

算速度上均有显著优势。

1 基于 GMD 算法求解组 Lasso 的两阶段多变点估计

应用两阶段多变点估计方法，第一阶段首先对数据进行分割，引入一个特殊的设计矩阵，将线性回归模

型的变点检测问题转化为高维线性回归模型的变量选择问题；其次利用组 Lasso 对高维线性回归模型进行

变量选择，并应用 GMD 算法求解。第二阶段基于拟似然比检验，确定分割数据中准确的变点位置。

1.1 含有多变点的线性回归模型

Jin 等人考虑一个含有  s个变点的线性回归模型，其中  s ≥ 2，1 < a1 < ⋯ < as < n，模型如下［7］

                                        
yi =∑
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q

xi, j βj, 0 +∑
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xTi β0 + εi, 1 ≤ i ≤ a1
xTi ( β0 + δ1 ) + εi, a1 < i ≤ a2
             …        …
xTi ( )β0 +∑

l=1

s

δ l + εi, as < i ≤ n
（1）

其中，{ }y = ( y1, ⋯, yn )T 是 n维观测值，{ }x i = ( xi, 1, ⋯, xi, q )T 是 q维解释变量序列，β0 = ( β1, 0, ⋯, βq, 0 )T ≠ 0是 q维

回归系数， s是变点数量，a1, ⋯, as 是变点位置，δ l = ( δ1, l, ⋯, δq, l )T, ( l = 1, ⋯, s）是变点处回归系数的增量，且

β0、s、aj、δ l都是未知的，ε1, ⋯, εn是随机误差。

先将观测数据划分为 pn + 1 段，其中 pn + 1 > s，第一段的长度为 n - pnm，其他所有段的长度都为m，

m = ë ûn/ ( )pn + 1 （这里 ë ûc 满足 0 ≤ c - ë ûc < 1），记第一段观测点的指标集为 I1 = { }1, ⋯, n - pnm ，第 j段观测点

的指标集为 Ij = { }n - ( )pn - j + 2 m + 1, ⋯, n - ( pn - j + 1)m ，（j = 2, ⋯, pn + 1）. 
令X是一个矩阵

X = ( )X (1) , X (2) , ⋯, X ( pn+1)
n×q ( pn+1) =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
X ( )1 0 0 ⋯ 0
X ( )2 X ( )2 0 ⋯ 0
X ( )3 X ( )3 X ( )3  ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0

X ( )pn+1  X ( )pn+1 X ( )pn+1 ⋯ X ( )pn+1

（2）

其 中 ，X (1) = (X T
( )1  , X T

( )2 , ⋯, X T
( )pn+1 )T， X ( j ) = (0

q×( )n-( )pn-j+2 m
, X T

( )j , X T
( )j+1 , ⋯, X T

( )pn+1 )T，X ( )1 = ( )x1, ⋯, xn-pnm
T

为 序 列

{ }x i, i = 1, 2, ⋯, n 第 1 个 子 段 的 解 释 变 量 ，X ( )j = (xn-( )pn-j+2 m+1, ⋯, xn-( pn-j+1)m )T 为 第 j 个 子 段 的 解 释 变 量 ，

( j = 2, 3, ⋯, pn + 1)，这样原来 n × q维的自变量矩阵被拓展为 n × q ( pn + 1) 维。假设每个子段中至多有一个

变 点（At Most One Change-point，AMOC），若 变 点 aj 位 于 第 kj 个 子 段 中 ，即 aj ∈ Ikj = { n - ( )pn - kj + 2 m +
1, ⋯, n - ( pn - kj + 1)m }， ( j = 1, 2, ⋯, s). 记 An = {1,  k1, k1 + 1, ⋯， ks, ks + 1}，即 An 表示由第一个子段和变点

aj所在的子段以及其后一子段的指标集构成的集合。

基于以上数据序列的分割及下三角矩阵（2）的构造，模型（1）的矩阵形式为

y = Xθ* + Xωω + ε （3）
其中，y = ( y1, y2, ⋯, yn )T，X是由（2）式定义的下三角矩阵，θ* = (θT1 , θT2 , ⋯, θTpn+1 )T，关于Xω、ω、θ* 的定义以及模

型（3）的推导详见文献［7］. 这样，模型（1）中多变点的估计问题就转化为高维线性回归模型（3）的变量选择

问题。下面使用 GMD 算法求解组 Lasso 进行变量选择。

1.2 应用 GMD 算法求解组 Lasso 进行变量选择

Yuan 等人提出的组 Lasso 将高维线性回归模型的系数分为互不重复的K组，在组水平上对系数进行变
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量选择，提高了计算速度和组间稀疏性［12］。结合文章模型，将 q ( pn + 1) 维向量 θ* 中的元素分成 pn + 1 组，即

K = pn + 1. 由文献［12］和［13］知，基于 GMD 算法的高维线性回归模型（3）中回归系数θ* 的组 Lasso 估计量为

θ̂* = arg min {
θ*

1
n
 y - Xθ* 2

2 + λnn ∑
k=1

K

ωk θ*(k )
2 } （4）

其中，λn ≥ 0 是正则化参数（可利用交叉验证法选择），ωk = qk，这里 qk表示第 k组中元素的个数，θ*(k ) 表示 θ*

中对应于第 k组的系数，且 θ*(k )
2 =∑

i=1

q

 θki 2 (k = 1, 2, ⋯, K ).
1.3 变点的估计

令 θ̂* = ( θ̂T1 , θ̂T2 , ⋯, θ̂Tpn+1 )T，其中 θ̂ j = ( )θ̂ j1, ⋯, θ̂ jq T

，（j = 1, ⋯, pn + 1). 记 Ân = { }j:θ̂ j ≠ 0, j = 1, ⋯pn + 1 为系数

不为零的子段指标集构成的集合，则 Â*
n = { }j:j ∈ Ân, j - 1 ∉ Ân, j = 2, ⋯, pn + 1 = { }k̂1, ⋯, k̂ ŝ 为变点可能存在的

子段指标集构成的集合（k̂1 < ⋯ < k̂ ŝ）. 为了得到变点{ }aj 的估计值{ }âj ，应用文献［15］中的定理 3.1.1，利用拟

似然比检验去检测 Î ( )j = Ik̂j-1∪Ik̂j = { }n - ( )pn - k̂ j + 3 m + 1, ⋯, n - ( pn - k̂ j + 1)m , ( j = 1, ⋯, ŝ) 内是否存在变

点，具体如下：

考虑以下模型，其可能的变点位置为 ζj, ( j = 1, ⋯, ŝ）
yi = xTi β j I ( )n ( )l

j ≤ i ≤ ζj + xTi β j+1 I ( )ζj < i ≤ n ( )r
j + εi （5）

其中，n ( )l
j = n - ( )pn - k̂ j + 3 m + 1，n ( )r

j = n - ( pn - k̂ j + 1)m，β j和 β j+1 是未知的 q维回归系数，（i = nj + 1, ⋯, nj+1 ).
区间 Î ( )j = Ik̂j-1∪Ik̂j , ( j = 1, ⋯, ŝ）中是否存在变点等价于假设检验问题H0: β j = β j+1 ↔ H1: β j ≠ β j+1.

记Nj = n ( )r
j - n ( )l

j 表示区间 Î ( )j = Ik̂j-1∪Ik̂j的长度，bj = (2 log logNj + q ( )log log logNj /2 - log Γ ( )q/2 ) 2 /2 log logNj，

cj = ( )bj / ( )2 log logNj

1/2
，σ̂2

j = min
β

∑i=n ( )l
j

n ( )r
j ( )yi - xTi β

2
为 回 归 模 型 中 最 小 残 差 平 方 和 的 估 计 值 ，其 中 Γ ( )x =

∫0

+∞
tx-1 e-tdt ( x>0）是 Gamma 函数。由文献［15］中的引理 3.1.9 可知，模型（5）中的回归系数是否存在变点的拟

似然比检验统计量为

Tj = Nj( )σ̂2
j - min

β
∑
i=n ( )l

j

ζ̂ j ( )yi - xTi β
2 - min

β
∑
i=ζ̂ j+1

n ( )r
j ( )yi - xTi β

2 /σ̂2
j （6）

且当Tj > bj + 2cj log ( )-2/ log ( )1 - α 拒绝原假设H0，说明模型（5）中的回归系数存在一个变点 ζj ∈ { }n ( )l
j , ⋯, n ( )r

j

使得β j ≠ β j+1，其中 1 - α是置信水平。变点 ζj的相合估计量为

ζ̂ j = arg min
n ( )l
j +q<k<n ( )r

j -q
é
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ê
êê
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û
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β
∑
i=n ( )l

j

k ( )yi - xTi β
2 + min

β
∑
i=k+1

n ( )r
j ( )yi - xTi β

2

若接受原假设H0，则删除第 j段。记所有能够检测出的变点为 ζ͂1 < ⋯ < ζ͂ s͂. 由于每个 ζ͂ j, ( j = 1, ⋯, s͂) 仅用

了 2m个观测值得到，为了避免“过度估计”，提高变点估计的精准度，令 n͂0 = 0, n͂ j = ζ͂ j, ( j = 1, ⋯, s͂), n͂ s͂ + 1 = n，再

次使用拟似然比检验式（6）。检测区间{ }n͂j-1 + 1, ⋯, n͂ j+1 , ( j = 1, ⋯, s͂) 中是否存在变点。若存在变点，变点估

计量为

â j = arg min
n͂ j-1+q<k<n͂ j+1-q

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úmin

β
∑
i=n͂ j-1+1

k ( )yi - xTi β
2 + min

β
∑
i=k+1

n͂ j+1 ( )yi - xTi β
2

，（j = 1, ⋯, s͂） （7）
1.4 变点估计的相合性

假设 1 如果 s ≥ 1，对于 1 ≤ j ≤ s，aj /n → τj > 0，进一步地，当 s ≥ 2 时，有 min1≤j ≤s-1 (τj+1 - τj ) > 0.
假设 2 当 t2 - t1 → ∞时， ∑

i=t1

t2 x ixTi
t2 - t1 → W，其中W是一个严格正定矩阵。

定理 1 假设当 n → ∞ 时，m → ∞，q → ∞，m/n → 0，λn /n → 0，并且 λnωkm/n → ∞，如果假设 1 和假设 2
成立，模型（1）中变点数量的估计值为 ŝ，则有
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（1）  lim
n→∞ P ( ŝ = s) = 1 ;

（2）  lim
n→∞ P (aj ∈ Î ( )j , j = 1, 2, ⋯, s|ŝ = s) = 1.

注 假设 1 和假设 2 为文献［7］中关于高维线性回归模型（3）的假设，其中假设 1 说明一个子段至多有一

个变点，假设 2 要求 x i , ( i = 1, 2, ⋯, n ) 是独立同分布的随机向量，其协方差矩阵为W. 定理 1 中的结论（1）说

明变点估计的数量是相合的，结论（2）说明当估计的变点数量相合时，真实变点 aj位于 Î ( )j 的概率为 1，定理 1
的证明与文献［7］中定理 1 的证明类似。

2 数值模拟

运用数值模拟的方法，在 100 次独立重复试验下，将基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 多变点估计方法与

基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso、未分段的自适应 Lasso 和未分段的 Lasso 分别从计算时间和估计精度两

个方面进行比较。其中，利用 GMD 算法求解组 Lasso 用 R 中的 gglasso 包实现，求解自适应 Lasso 和 Lasso 用 R
中 glmnet 包自带的循环坐标下降算法实现，种子设置为 123. 所有的模拟都是在华硕 Vivobook 15 X1502ZA 计

算机上实现，其配置为 12 核 16 线程 Intel（R）Core（TM）i5-12500H（2.50GHz）和 512G 内存。

2.1 小样本情况下的变点估计

考虑一个含有 2 个变点的线性回归模型，变量个数为 4，样本量为 100，真实变点位置为 1 < a1 = 30 < a2 =
70 < n，即线性回归模型形式如下

yi =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

xTi β0 + εi,                               1 ≤ i < 30
xTi ( β0 + δ1 ) + εi,                  30 ≤ i < 70
xTi ( β0 + δ1 + δ2 ) + εi,         70 ≤ i ≤ 100

（8）

其 中 ，β0 = ( )β1, β2, β3, β4 = ( )-2, 3, 0, 8 ，δ1 = ( δ1, 1, δ1, 2, δ1, 3, δ1, 4 ) = (7, -3, 0, -8) ，δ2 = ( δ2, 1,  δ2, 2,  δ2, 3, δ2, 4 ) =
(-5, 5, -2, 0) . 设 { }xTi 和 { }εi 的分布为以下三种情况：（1）{ }xTi 和 { }εi 独立同分布（IID），都服从标准正态

分布N (0, 1)；（2）{ }xTi 独立同分布，服从自由度为 5 的 t分布 t (5)，{ }εi 独立同分布，服从正态分布N (0, 1.52 )；
（3）{ }xTi 和 { }εi 独 立 同 分 布 ，且 都 服 从 自 由 度 为 6 的 t 分 布 t (6) . 数 值 模 拟 过 程 中 每 个 子 段 的 长 度

ml = ê
ë

ú
ûκl n , ( l = 1, 2, ⋯, L），其中κl取区间内L个网格点的值，例如［0.1，5］，这里κl取值为 1.

表 1 给出了模型（8）在以上三种情况下变点数量的估计结果，其中变点数量估计值的均值表示 100 次独

立重复试验得到的变点数量估计值的均值，变点数量估计的准确度表示 100 次独立重复试验得到的变点数

量的估计值和真实值相等的比例。

表 1 变点数量估计结果

{ }xTi 和{ }εi 的

分布情况

基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

未分段的自适应 Lasso（用 R 中 glmnet 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

未分段的 Lasso（用 R 中 glmnet 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

{ }xTi ~IID N (0, 1)
{ }εi ~IID N (0, 1)

2.0200
0.9800

2.3400
0.6900

2.9200
0.1300

1.7600
0.3500

{ }xTi ~IID  t (5)
{ }εi ~IID N (0, 1.52 )

2.0100
0.9700

2.5200
0.5800

2.9300
0.1800

1.9300
0.2600

{ }xTi ~IID t (6)
{ }εi ~IID t (6)

2.0000
0.9600

2.4600
0.5700

2.9000
0.1800

1.9100
0.3400
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表 2 给出了 100 次独立重复试验变点位置的估计结果，其中，{ τi = ain , i = 1, 2 } 表示真实变点位置，

{ }τ̂i, i = 1, 2 表示在 100 次试验中，当变点数量的估计值和真实值一致时，变点位置估计结果的平均值，括号

里是对应的均方误差。

表 2 变点位置估计结果

{ }xTi 和{ }εi 的

分布情况

基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

τ1=0.3
τ2=0.7

基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

τ1=0.3
τ2=0.7

未分段的自适应 Lasso（用 R 中 glmnet 包实现）

τ1=0.3
τ2=0.7

未分段的 Lasso（用 R 中 glmnet 包实现）

τ1=0.3
τ2=0.7

{ }xTi ~IID N (0, 1)
{ }εi ~IID N (0, 1)

τ̂1=0.29939（1.2245 × 10-5 )
τ̂2 = 0.69949（4.5918 × 10-5 )

τ̂1=0.31957（7.0870 × 10-4 )
τ̂2=0.71986（6.0725 × 10-4 )

τ̂1=0.32692（1.0077 × 10-3 )
τ̂2=0.73308（1.3000 × 10-3 )

τ̂1=0.38514（4.3743 × 10-2 )
τ̂2=0.98000（7.8594 × 10-2 )

{ }xTi ~IID  t (5)
{ }εi ~IID N (0, 1.52 )

τ̂1=0.30021（2.6804 × 10-5 )
τ̂2 = 0.69948（1.2887 × 10-4 )

τ̂1=0.32172（8.5517 × 10-4 )
τ̂2=0.72138（7.4483 × 10-4 )

τ̂1=0.33222（1.6222 × 10-3 )
τ̂2=0.74611（2.6611 × 10-3 )

τ̂1=0.40962（4.0588 × 10-2 )
τ̂2=0.98154（7.9415 × 10-2 )

{ }xTi ~IID t (6)
{ }εi ~IID t (6)

τ̂1=0.30063（1.2500 × 10-5 )
τ̂2=0.70115（3.4375 × 10-5 )

τ̂1=0.32474（1.0544 × 10-3 )
τ̂2=0.71544（6.0000 × 10-4 )

τ̂1=0.32444（9.5556 × 10-4 )
τ̂2=0.72389（7.3889 × 10-4 )

τ̂1=0.44088（4.7268 × 10-2 )
τ̂2=0.98029（7.8797 × 10-2 )

由表 1 和表 2 可以看出，在 n = 100 的情况下，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 对变点数量估计的准确率

在 96%~98% 之间，变点位置的估计误差大多保持在 10-5 的水平，而基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso 和未

分段的自适应 Lasso 均存在过度估计，即估计变点数量大于真实变点数量。

表 3 给出了在n = 100 的情况下四种用于多变点估计的变量选择方法在 100 次独立重复试验中运行时间

的均值。

表 3 运行时间对比 单位：秒       
模拟方法

基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso
基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso
未分段的自适应 Lasso
未分段的 Lasso

{ }xTi ~IID N (0, 1)
{ }εi ~IID N (0, 1)

0.0898
1.2456
0.1596
0.1084

{ }xTi ~IID  t (5)
{ }εi ~IID N (0, 1.52 )

0.1202
2.0039
0.1588
0.1124

{ }xTi ~IID t (6)
{ }εi ~IID t (6)

0.1204
1.9274
0.1651
0.1167

从表 3 可以看出，在 n = 100 的情况下，相较于其他三种方法，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 方法估计

变点的运算速度较快，基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso 方法估计变点的运算速度最慢。

2.2 大样本情况下的变点估计

考虑一种含有 3 个变点的线性回归模型，变量个数为 10，样本量为 1000，真实变点位置为 1 < a1 = 200 <
a2 = 500 < a3 = 700 < n，即线性回归模型形式如下

yi =
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

xTi β0 + εi,                                           1 ≤ i < 200        
xTi ( β0 + δ1 ) + εi,                           200 ≤ i < 500    
xTi ( β0 + δ1 + δ2 ) + εi,                  500 ≤ i < 700
xTi ( β0 + δ1 + δ2 + δ3 ) + εi,         700 ≤ i ≤ 1000

（9）
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其中， β0 = ( )β1, β2, β3, β4, β5, β6, β7, β8, β9, β10 = ( )-2, 3, 0, 8, 0, 0, -5, 0, 0, 2
δ1 = ( δ1, 1, δ1, 2, δ1, 3, δ1, 4, δ1, 5, δ1, 6, δ1, 7, δ1, 8, δ1, 9, δ1, 10 ) = (7, -3, 0, -8, 1, 3, 5, 0, 7, -5)
δ2 = ( δ2, 1,  δ2, 2,  δ2, 3, δ2, 4, δ2, 5, δ2, 6, δ2, 7, δ2, 8, δ2, 9, δ2, 10 ) = (-5, 5, -2, 0, -1, -3, 3, -5, -6, 3)
δ3 = ( δ3, 1,  δ3, 2,  δ3, 3, δ3, 4, δ3, 5, δ3, 6, δ3, 7, δ3, 8, δ3, 9, δ3, 10 ) = (0, -4, 2, 3, -5, 0, -3, 7, -1, 1).

{ }xTi 和{ }εi 的分布仍然取模型（8）的三种情况，κl取值为 2.5. 同表 1~表 3，表 4~表 6 给出了 n = 1000 的大

样本情况下 100 次独立重复试验中变点数量估计结果、变点位置估计结果和运行时间对比结果。

表 4 变点数量估计结果

{ }xTi 和{ }εi 的

分布情况

基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

未分段的自适应 Lasso（用 R 中 glmnet 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

未分段的 Lasso（用 R 中 glmnet 包实现）

变点数量估计值的均值

变点数量估计的准确度

{ }xTi ~IID N (0, 1)
{ }εi ~IID N (0, 1)

3.0000
1.0000

3.3500
0.6500

4.2400
0.1300

26.8400
0.0000

{ }xTi ~IID  t (5)
{ }εi ~IID N (0, 1.52 )

3.0000
1.0000

3.3600
0.6400

4.5100
0.0500

27.6100
0.0000

{ }xTi ~IID t (6)
{ }εi ~IID t (6)

3.0000
1.0000

3.2800
0.7200

4.2100
0.1500

25.9000
0.0000

由于表 4 中未分段的 Lasso 对变点数量估计的准确率为 0%，故表 5 中不讨论应用未分段的 Lasso 进行变

点位置估计。

表 5 变点位置估计结果

{ }xTi 和{ }εi 的

分布情况

基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

τ1=0.2
τ2=0.5
τ3=0.7

基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso（用 R 中 gglasso 包实现）

τ1=0.2
τ2=0.5
τ3=0.7

未分段的自适应 Lasso（用 R 中 glmnet 包实现）

τ1=0.2
τ2=0.5
τ3=0.7

{ }xTi ~IID N (0, 1)
{ }εi ~IID N (0, 1)

τ̂1 = 0.19999（1.1000 × 10-7 )
τ̂2 = 0.50001（1.1000 × 10-7 )
τ̂3 = 0.70006（8.0000 × 10-8 )

τ̂1 = 0.20189（6.5385 × 10-6 )
τ̂2 = 0.50177（5.1538 × 10-6 )
τ̂3 = 0.70197（7.2615 × 10-6 )

τ̂1 = 0.20585（4.3385 × 10-5 )
τ̂2 = 0.50754（6.6308 × 10-5 )
τ̂3 = 0.70577（4.1000 × 10-5 )

{ }xTi ~IID  t (5)
{ }εi ~IID N (0, 1.52 )

τ̂1 = 0.19994（1.0000 × 10-7 )
τ̂2 = 0.49996（2.0000 × 10-7 )
τ̂3 = 0.70002（1.6000 × 10-7 )

τ̂1 = 0.20173（5.1094 × 10-6 )
τ̂2 = 0.50214（9.0156 × 10-6 )
τ̂3 = 0.70252（1.2234 × 10-5 )

τ̂1 = 0.20500（3.0600 × 10-5 )
τ̂2 = 0.50420（2.0600 × 10-5 )
τ̂3 = 0.70820（7.8600 × 10-5 )

{ }xTi ~IID t (6)
{ }εi ~IID t (6)

τ̂1 = 0.20000（1.8000 × 10-7 )
τ̂2 = 0.49999（1.3000 × 10-7 )
τ̂3 = 0.70003（1.3000 × 10-7 )

τ̂1 = 0.20161（3.8889 × 10-6 )
τ̂2 = 0.50193（7.2639 × 10-6 )
τ̂3 = 0.70214（8.0000 × 10-6 )

τ̂1 = 0.20500（3.7667 × 10-5 )
τ̂2 = 0.50607（5.1000 × 10-5 )
τ̂3 = 0.70447（2.8333 × 10-5 )

由表 4 和表 5 可以看出，在 n = 1000 的大样本情况下，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 方法对变点数量

估计的准确率高达 100%，变点位置估计误差大多保持在 10-7 的水平；基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso、未

分段的自适应 Lasso 和未分段的 Lasso 均存在过度估计。
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表 6 运行时间对比 单位：秒          

模拟方法

基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso
基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso
未分段的自适应 Lasso
未分段的 Lasso

{ }xTi ~IID N (0, 1)
{ }εi ~IID N (0, 1)

0.8889
96.9691
16.5532
14.5293

{ }xTi ~IID  t (5)
{ }εi ~IID N (0, 1.52 )

1.0151
150.9882

16.5312
14.4340

{ }xTi ~IID t (6)
{ }εi ~IID t (6)

0.9989
129.6870

17.1622
15.0603

综合以上可以看出，在 n = 100 和 n = 1000 的情况下，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 方法都能够以较

高的准确率估计出变点的数量及位置，原因在于该方法在给数据序列分段后加入了拟似然比检验，提高了

估计的精度。基于 GMD 算法的未分段组 Lasso 的估计效果一般，未分段的自适应 Lasso 和未分段的 Lasso 对

变点位置及数量的估计效果较差，在大样本情况下体现更加明显，故高维线性回归模型的变量选择更适合

使用组 Lasso 方法。

在运算时间上，相较于其他三种未分段的方法，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 方法估计变点的运算速

度具有明显优势，这是由于该方法将 q ( pn + 1) 个变量划分为 ( pn + 1) 组，而未分段的方法是将 nq个变量划

分为 n组，其中 ( pn + 1) < n，所以运算速度得到了较大提高。表 3 中的小样本未分段的情况下解释变量矩

阵维度为 100 × 400，而表 6 中的大样本情况时解释变量矩阵维度扩展到了 1000 × 10000，故运行时间有相应

的增加。

此外，通过表 1 至表 6 的数值模拟结果可以看出随机变量{ }xTi 和误差项{ }εi 的分布不会对变点估计结果

产生显著影响。

3 实证分析

文章选取 2022 年 1 月 3 日至 2024 年 11 月 21 日的黄金期货收盘价日数据（单位：美元/金衡盎司）、美元兑

换人民币（USD/CNY）汇率收盘价日数据、WTI 原油期货收盘价日数据（单位：美元/桶）（数据均来源于

https://cn.investing.com），均有 729 个数据。

由于线性回归模型的解释性强、应用性广，应用上述 729 个数据建立黄金期货收盘价（y）与美元兑换人

民币（USD/CNY）汇率（x1）和 WTI 原油期货收盘价（x2）的线性回归模型为

y = 178.254x1 - 7.263x2 + 1383.103 （10）
应用基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 方法对模型（10）中的回归系数进行多变点检测与估计（取 κl=2），

由式（7）得到变点位置为 194、311、485 和 616，对应的时间分别为 2022 年 9 月 30 日、2023 年 3 月 16 日、2023 年

11 月 24 日和 2024 年 6 月 14 日。上述变点将整个观测数据分割为 5 个子段（第一子段为 1~193，第二子段为

194~310，第三子段为 311~484，第四子段为 485~615，第五子段为 616~729）。对每个子段应用 R 软件分别建

立线性回归模型，得到以下分段线性回归模型

y =
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-282.7797x1 + 3.3315x2 + 3364.9449                         1 ≤ t < 194    
-475.3796x1 - 1.4439x2 + 5234.0312                     194 ≤ t < 311
-162.2254x1 + 3111.5325                                            311 ≤ t < 485
2608.071x1 + 6.758x2 - 17120.710                          485 ≤ t < 616
-566.72x1 - 14.50x2 + 7669.87                                 616 ≤ t ≤ 729

（11）

图 1 给出了 2022 年 1 月 3 日至 2024 年 11 月 21 日标准化美元兑人民币（USD/CNY）汇率、黄金期货收盘价

和 WTI 原油期货收盘价的时间序列图以及变点位置（竖直虚线所示），图中箭头表示每个子段中变量的走

势。图中第一个变点（2022 年 9 月 30 日）出现的原因是 WTI 原油期货收盘价（x2）与黄金期货收盘价（y）的关

系由正相关转变为负相关；第二个变点（2023 年 3 月 16 日）出现的原因是 WTI 原油期货收盘价（x2）与黄金期

货收盘价（y）的关系由负相关转变为没有显著关系；第三个变点（2023 年 11 月 24 日）出现的原因是 WTI 原油

期货收盘价（x2）与黄金期货收盘价（y）的关系由不显著转变为正相关；第四个变点（2024 年 6 月 14 日）出现的

7
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原因是美元兑换人民币（USD/CNY）汇率（x1）与黄金期货收盘价（y）的关系由正相关转变为负相关，这与模型

（11）中回归系数的符号一致。
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图 1 标准化美元兑人民币（USD/CNY）汇率、黄金和 WTI原油期货收盘价时间序列图

图 2 是由全局线性回归模型（10）和分段线性回归模型（11）得到的 2022 年 1 月 3 日至 2024 年 11 月 21 日

黄金期货收盘价拟合值与真实值的对比图。从图 2 可以看出，由分段线性回归模型（11）得到的拟合值曲线

与真实值曲线比较接近，而由全局线性回归模型（10）得到的拟合值曲线与真实值曲线相差较远。说明应用

线性回归模型刻画黄金期货收盘价格的走势前应先进行变点检测与估计，建立更精准的分段线性回归模

型，并且基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 多变点估计方法可以有效地估计出线性回归模型中回归系数的多

变点位置。

图 2 由模型(10)和模型(11)得到的黄金期货收盘价拟合值与真实值的对比图

4 结论

文章将两阶段多变点估计方法与 GMD 算法求解组 Lasso 方法相结合，提出了一种基于 GMD 算法的两阶

段组 Lasso 多变点估计方法，而且由该方法得到的变点估计量是相合的。模拟结果表明随机变量和误差项

的分布对变点估计结果没有显著影响。此外，与基于 GMD 算法的未分段的组 Lasso、未分段的自适应 Lasso
和未分段的 Lasso 三种变量选择算法的多变点估计方法相比，基于 GMD 算法的两阶段组 Lasso 方法不仅具有

较高的估计精度和运算速度，还避免了其他三种方法过度估计的问题。实证分析表明分段线性回归模型能

8



安子祯，等：线性回归模型中基于GMD算法的两阶段组Lasso多变点估计

更精准地刻画黄金期货收盘价格的走势，说明在建模及统计分析之前检测与估计变点至关重要。
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Two-stage Group Lasso Multiple Change-point Estimation based on 
GMD Algorithm in Linear Regression Model

AN Zi-zhen，DONG Cui-ling*

（School of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：Variable selection method is a popular and effective method to estimate and detect multiple 
change-point. This paper presents a two-stage Group Least absolute shrinkage and selection operator （Group 
Lasso） multiple change-point estimation method based on Groupwise Majorization Descent （GMD） algorithm，by 
using this method，the position and number of multiple change-point in the linear regression model can be 
estimated simultaneously.The numerical simulation results show that the two-stage Group Lasso multiple change-
point estimation method based on GMD algorithm has significant advantages in both estimation accuracy and 
calculation speed，comparing with the multiple change-point estimation method based on GMD algorithm 
unsegmented group Lasso，unsegmented adaptive Lasso and unsegmented Lasso variable selection algorithms.
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