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摘　要：令 G 是简单连通图。设 G 有支撑树 T，如果对于任意一点 v ∈ V ( )T 都有 dT ( )v ≤ k，则称 G 存在支撑 k 树。令 A ( )G 为 G 的邻

接矩阵，则 Gc 的邻接矩阵为 A ( )Gc = Jn - In - A ( )G . 令 ρ ( )Gc 为矩阵 A ( )Gc 的最大特征值，也称作 Gc 的谱半径。令 G∗ ≅ K1 ∨ ( )Kn-k-1 ⋃ kK1 ，

并且 n ≥ k + 2 和 k ≥ 5. 在文章中，假设 G 是 n 阶连通图并且在 n ≥ k + 2 和 k ≥ 5 限制下，可得当 ρ ( )Gc < ρ ( )( )G∗ c
，则 G 存在支撑 k 树。

关键词：支撑 k 树；谱半径；连通图

中图分类号：O157.5　　　文献标识码：A　　　文章编号：1008-9659（2026）04-0099-05

　　［收稿日期］2025-05-07         ［修回日期］2025-07-30

　　［作者简介］邱 欢（2001-），女，硕士研究生，主要从事图谱理论方面研究，E-mail:2667663002@qq.com.

　 * ［通讯作者］王国平（1965-），男，教授，主要从事图论、组合数学等方面研究，E-mail：xj.wgp@163.com.

令 G = ( )V (G ),E (G ) 是简单图，其中 V ( )G 和 E ( )G 分别表示 G 的点集和边集。假设 V ( )G = { }v1,v2,…,vn ，

对于任意的点 vi ∈ V ( )G ，用 NG ( )vi 表示与点 vi 相邻的点的集合，点 vi 的度 dG ( )vi 是指与点 vi 相邻的点的数目，

即 dG ( )vi = || NG ( )vi . 用 Δ ( )G 表 示 G 的 最 大 度 。 记 G 的 补 图 Gc = ( )V ( )G ,E ( )Gc ，其 中 E ( )Gc =
{ }vi vj ∉ E ( )G :vi, vj ∈ V ( )G . 设 A(G ) = (aij )n×n 是 G 的邻接矩阵，其中如果有 vi vj ∈ E ( )G ，则 aij = 1，否则，aij = 0. 
令 Jn 和 In 分别表示 n 阶全 1 矩阵和 n 阶单位矩阵，则 Gc 的邻接矩阵为 A ( )Gc = Jn - In - A ( )G . 由于 A ( )Gc 是实

对称矩阵，故 A ( )Gc 的所有特征值能被排序为 ρ ( )Gc ≥ λ2 ( )Gc ≥ ⋯ ≥ λn ( )Gc ，其中 ρ ( )Gc 是 A ( )Gc 的最大特征

值，也被称作 Gc 的谱半径。

设 G 为简单连通图。令 S 是 V ( )G 的一个点集，则用 G [ ]S 与 G - S 分别表示由点集 S 和点集 V ( )G \ S 诱

导出的导出子图，即有 E ( )G [ ]S ⊆ E ( )G 和 E ( )G - S ⊆ E ( )G . 若 G 的支撑子图为树 T，且对于任意一点

v ∈ V ( )T 都有 dT ( )v ≤ k，则称 T 为 G 的支撑 k 树。很明显，G 若有支撑树 T 满足 Δ ( )T ≤ k，则 G 存在支撑 k 树。

迄今为止，利用图的谱理论研究图的支撑树问题引起了广泛关注。Brouwer 等人［1］描述了通过邻接特征值和

拉普拉斯特征值来判断一个图是否存在完美匹配的充分条件。Ding 等人［2］、Gargano 等人［3］、Neumann 等人［4］

研究了在连通图中具有给定参数的支撑树的存在性。Kyaw［5］ 提出了一个度和邻域条件，以使连通图存在一个

支撑 k树。Cioaba 等人［6］提出了一个独立数条件，以保证在连通图中存在一个支撑 k树。还有一些相关的结论

可以参考文献［7-10］. 最近，Gu 等人［11］通过使用拉普拉斯特征值发现了连通图中支撑 k 树的一个充分条件。

Fan 等人［12］分别通过使用邻接谱半径和无符号拉普拉斯谱半径获得了连通图中存在支撑 k 树的两个充分

条件。

假 设 Km 是 具 有 m 个 点 的 完 全 图 ，若 用 一 个 点 去 连 接 Kn-k-1 ⋃ kK1，则 得 到 的 图 记 为

G∗ ≅ K1 ∨ ( )Kn-k-1 ⋃ kK1 . 在 G 是 n 阶连通图并且 n ≥ k + 2 和 k ≥ 5 的限制下，若 G 不存在支撑 k 树，文章证明

了 ρ ( )Gc ≥ ρ ( )( )G∗ c . 由此逆否命题得出结论，在 G 是 n 阶连通图并且 n ≥ k + 2 和 k ≥ 5 的限制下，如果
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ρ ( )Gc < ρ ( )( )G∗ c
，则 G 存在支撑 k 树。

1 相关引理

令 X = ( )x1,⋯,xn

T ∈ ℝn，其中 xi 表示在点 vi 处的取值，则经过计算得出

XT A ( )G X = ∑
vi vj∈E ( )G

xi xj

当 X ≠ 0 是 λ ( )G 对应的特征向量，则对于任意点 v ∈ V (G ) 有

λ ( )G X ( )v = ∑
u∈NG ( )v

X ( )u

假设 G 不是连通图，则用 ω ( )G 表示 G 的连通分支数。

引理 1［13］ 令 k ≥ 3 并且 k 为整数。假设 G 为简单连通图并且对于任意一点集 S ⊆ V ( )G 满足

ω ( )G - S ≤ ( )k - 2 || S + 2
则 G 存在支撑 k 树。

引理 2（Rayleigh 不等式） 令 G 是简单图。假设 ρ ( )G 和 λn ( )G 分别是 G 的谱半径和最小特征值，并且

X = ( )x1,⋯,xn

T
是单位向量，则

λn ( )G ≤ XT A ( )G X ≤ ρ ( )G

其中，λn ( )G  =  XT A ( )G X 当且仅当 X 是最小特征值 λn ( )G 对应的特征向量；XT A ( )G X =  ρ ( )G 当且仅当 X 是谱

半径 ρ ( )G 对应的特征向量。 
2 主要结论

定理 1 令 G͂ ≅ Ks ∨ ( )Kn-( )k-1 s-2 ⋃ ( )( )k - 2 s + 2 K1 并 且 G∗ ≅ K1 ∨ ( )Kn-k-1 ⋃ kK1 ，其 中 s ∈ ℕ+ 并 且

n ≥ ( )k - 1 s + 3. 如果 k ≥ 5 并且 n ≥ k + 2，则 ρ ( )( )G∗ c ≤ ρ ( )( )G͂
c

当且仅当 G͂ ≅ G∗ 时取等。

证明 为了书写方便，将特征值 λ( )( )G͂
c

简记为 λ̂. 令 X1 表示特征值 λ̂ 对应的特征向量。根据 G͂ 的对称

性，记 G͂ 中的点集 V ( )( )( )k - 2 s + 2 K1 中的任意一点取值为 x1；点集 V ( )Kn-( )k-1 s-2 中的任意一点取值为 x2；点

集 V ( )Ks 中的任意一点取值为 x3. 根据特征方程，得

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

λ̂x1 = ((k - 2) s + 1) x1 + (n - (k - 1) s - 2) x2

λ̂x2 = ((k - 2) s + 2) x1

λ̂x3 = 0
根据上述方程组可得到矩阵等式( )λ̂I3 - A1 X1 = 0，其中

A1 = ( )(k - 2) s + 1 n - (k - 1) s - 2 0
(k - 2) s + 2 0 0

0 0 0
令 g ( )λ̂,n,k,s = || λ̂I3 - A1 ，可得

g ( )λ̂,n,k,s = λ̂3 - ( sk - 2s + 1) λ̂2 + ( sk - 2s + 2) ( sk - n - s + 2) λ̂

                                               = λ̂( )λ̂2 - ( sk - 2s + 1) λ̂ + ( sk - 2s + 2) ( sk - n - s + 2)
为书写方便，将特征值 λ( )( )G∗ c

简记为 λ̄. 令 X2 表示特征值 λ̄ 对应的特征向量。根据 G∗ 的对称性，记 G∗

中的点集 V ( )kK1 中的任意一点取值为 x1；点集 V ( )Kn-k-1 中的任意一点取值为 x2；点集 V ( )K1 中的任意一点取

值为 x3. 根据特征方程，得
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ì

í

î

ïïïï

ïïïï

λ̄x1 = (k - 1) x1 + (n - k - 1) x2
λ̄x2 = kx1
λ̄x3 = 0

根据上述方程组可得到矩阵等式 ( )λ̄I3 - A2 X2 = 0，其中

A2 = ( )k - 1 n - k - 1 0
k 0 0
0 0 0

令 f ( )λ̄,n,k,s = || λ̄I3 - A2 ，可得

f ( )λ̄,n,k,s = λ̄3 - (k - 1) λ̄2 + k ( )-n + k + 1 λ̄

令 λ̂ = λ̄ = λ，则 g ( )λ̂,n,k,s = g ( )λ,n,k,s ，且 f ( )λ̄,n,k,s = f ( )λ,n,k,s .
令

       F ( )λ,n,k,s = g ( )λ,n,k,s - f ( )λ,n,k,s
                         = -(ks - 2s + 1)λ2 + (ks - 2s + 2) (ks - n - s + 2)λ + (k - 1)λ2 - k (-n + k + 1)λ

                         = ( s - 1)λ( ( s + 1)k2 + (-n - 3s - λ + 1)k + 2n + 2s + 2λ - 4)
因为 ( )G͂

c
中存在子图 K (k-2) s+2 并且 ρ ( )K (k-2) s+2 = (k - 2) s + 1，所以 ρ ( )( )G͂

c ≥ ρ ( )K (k-2) s+2 . 因此

ρ ( )( )G͂
c ≥ (k - 2) s + 1

令

                  h ( )λ,n,k,s = ( s + 1)k2 + (-n - 3s - λ + 1)k + 2n + 2s + 2λ - 4
                                   = ( )-k + 2 λ + ( s + 1)k2 + (-n - 3s + 1)k + 2n + 2s - 4
                                   ≤ (-k + 2) ((k - 2) s + 1) + ( s + 1)k2 + (-n - 3s + 1)k + 2n + 2s - 4
                                   = -( )k - 2 n + k2 + s ( )k - 2 - 2
                                   ≤ -(k - 2) ( )(k - 1) s + 3 + k2 + s ( )k - 2 - 2
                                   = (1 - s) ( )k2 - 4k + 4 + k

                                   ≤ -k2 + 5k - 4 < 0
综上所述，当 k ≥ 5，n ≥ ( )k - 1 s + 3，s ≥ 2 并且 λ ≥ (k - 2) s + 1 时

F ( )λ,n,k,s = g ( )λ,n,k,s - f ( )λ,n,k,s = ( )s - 1 λh ( )λ,n,k,s < 0
因此，当 k ≥ 5，n ≥ ( )k - 1 s + 3 并且 s ≥ 2 时

ρ ( )( )G∗ c < ρ ( )( )G͂
c

又由于 s = 1 时，G͂ ≅ G∗.
因此，根据上述论证过程可知，当 k ≥ 5 并且 n ≥ ( )k - 1 s + 3 ≥ k + 2 时，ρ ( )( )G∗ c ≤ ρ ( )( )G͂

c
当且仅当

G͂ ≅ G∗ 时取等。

定理 2 假设 G 是 n 阶连通图并且 n ≥ k + 2 和 k ≥ 5. 如果 ρ ( )Gc < ρ ( )( )G∗ c
，则 G 存在支撑 k 树。

证明 假设 G 为不存在支撑 k 树的 n 阶连通图。根据引理 1，则存在非空点集 S ⊆ V ( )G 使得 ω ( )G - S ≥
( )k - 2 || S + 3. 对 S 进行加边使之形成完全图，并且对 G 删去 S 后所形成的连通分支分别加边，使之分别形成

完全图。然后对 S 中的所有点与连通分支之间加所有可能的边使得在 S 中任意选取一点都与 V ( )G \V ( )S 中

的任意一点相邻，由此得到结果图 G1. 此时，显然 G1 不存在支撑 k 树。令 || S = s 并且 ω ( )G - S = t，则

G1 ≅ Ks ∨ ( )Kn1 ⋃ Kn2 ⋃ ⋯ ⋃ Knt

其中，n1 ≥ n2 ≥ ⋯ ≥ nt 并且 n1 + n2 + ⋯ + nt = n - s. 很明显，有
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∑
uv∈E ( )G

X ( )u X ( )v ≤ ∑
uv∈E ( )G1

X ( )u X ( )v

在 Kn1 ⋃ Kn2 ⋃ ⋯ ⋃ Knt
中找一最大分量点 w，即

X ( )w = max{ }X ( )v :v ∈ V ( )Kn1 ⋃ Kn2 ⋃ ⋯ ⋃ Knt

不失一般性，不妨假设 w ∈ Kn1，对于 Kn2 ,Kn3 ,…,Knt
，分别任意选择一点 v2,v3,…,vt，其中 v2 ∈ Kn2 ,v3 ∈ Kn3 ,…,vt ∈ Knt

. 
断掉 vi 与 Kni

\vi 之间所有的连边，并且对 Kn1 与 Kni
\vi( )i = 2,3,…,t 加上所有可能的边使之成为完全图，由此得

到结果图

G2 ≅ Ks ∨ ( )Kn-s-( )t-1 ⋃ ( )t - 1 K1

又因为

∑
u∈V ( )Kni

\vi ( )2≤i≤t

X ( )vi X ( )w - ∑
u∈V ( )Kni

\vi ( )2≤i≤t

X ( )vi X ( )u + ∑
u∈V ( )Kni

\vi ( )2≤i≤t ,wj∈V ( )Kn1 \w ( )1≤j≤n1-1
X ( )u X ( )wj ＞0

所以 ∑
uv∈E ( )G1

X ( )u X ( )v ≤ ∑
uv∈E ( )G2

X ( )u X ( )v

由 ω ( )G - S ≥ ( )k - 2 || S + 3，则 t ≥ ( )k - 2 s + 3. 令 t - ( )k - 2 s - 3 = m. 假 设 m ≥ 1，则 对 G2 中 的

( )t - 1 K1 中任意选取 mK1 并且对 mK1 与 Kn-s-( )t-1 之间加上所有可能的边使之形成完全图，由此得到结果图

G͂ ≅ Ks ∨ ( )Kn-( )k-1 s-2 ⋃ ( )( )k - 2 s + 2 K1

很明显 ∑
uv∈E ( )G2

X ( )u X ( )v ≤ ∑
uv∈E ( )G͂

X ( )u X ( )v .
综上所述 ∑

uv∈E ( )G

X ( )u X ( )v ≤ ∑
uv∈E ( )G͂

X ( )u X ( )v

令 X 表示为 G͂c 对应于谱半径 ρ 的特征向量。

根据 Rayleigh 定理及上述过程，有

                                                   ρ ( )G͂c = XT( )J - I - A ( )G͂ X

                                                             = XT ( )Jn - In X - ∑
uv∈E ( )G͂

X ( )u X ( )v

                                                             ≤ XT ( )J - I - A ( )G X ≤ ρ ( )Gc

由 上 t ≥ ( )k - 2 s + 3，则 n ≥ t + s ≥ ( )k - 1 s + 3. 根 据 定 理 1 可 知 ，当 k ≥ 5 并 且 n ≥ k + 2 时 ，有

ρ ( )( )G∗ c ≤ ρ ( )( )G͂
c

当且仅当 G͂ ≅ G∗ 时取等。因此，在 G 是 n 阶连通图并且 n ≥ k + 2 和 k ≥ 5 的限制下，如果

G 不存在支撑 k 树，则 ρ ( )( )G∗ c ≤ ρ ( )Gc . 根据其逆否命题可知，在 G 是 n 阶连通图并且 n ≥ k + 2 和 k ≥ 5 的限

制下，如果 ρ ( )Gc < ρ ( )( )G∗ c
，则 G 存在支撑 k 树。
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Spanning k-trees and the Spectral Radius of Complements of Connected Graphs
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Abstract：Let G be a simple connected undirected graph without multiple edges and loops. If G has a 
spanning subgraph that is a tree T，and for any vertex v ∈ V ( )T ，it holds that dT ( )v ≤ k，then it is called that G exists 
a spanning k tree. Let A ( )G  be the adjacency matrix of G，and the adjacency matrix of Gc is A ( )Gc = Jn - In - A ( )G . 
ρ (Gc ) is called the largest eigenvalue of A ( )Gc ，and then it is also called spectral radius of Gc. In this paper，It is 
assumed that G is a connected graph of order n and that n ≥ k + 2 and k ≥ 5 are defined. If ρ ( )Gc < ρ ( )( )G∗ c

，then 
G exists a spanning k-tree，where G∗ ≅ K1 ∨ ( )Kn-k-1 ⋃ kK1 .

Keywords：Spanning k-tree；Spectral radius；Connected graphs
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