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摘　要：交替方向乘子法（Alternating Direction Method of Multipliers，ADMM）是求解两模块可分离凸优化问题的重要方法之一，近年来

取得了较大进展。文献［24］提出了一种求解多块可分离凸优化问题的 twisted 邻近交替方向乘子法（Twisted version of the proximal Alternating 

Direction Method of Multipliers，TADMM），并证明了算法的收敛性和迭代复杂度。基于文献［24］的算法，文章提出两种推广的 TADMM，分别证

明其收敛性和迭代复杂度。最后，将 LASSO 模型应用到手写数字识别问题，并运用上述三种 TADMM 求解。数值实验表明，三种算法均收敛，

并且文章提出的第一种 TADMM 表现最好。
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文章考虑如下多块可分离的凸优化问题

min
xi∈χi

  ∑
i=1

m    fi ( )xi

s.t. ∑
i=1

m    Ai xi = b
（1）

其中，每个 χi ⊂ Rni 是凸子集，Ai ∈ Rl×ni, b ∈ Rl, fi:Rni → (-∞,+∞ ]是下半连续真凸函数（不一定光滑）。当 m = 2
时，Glowinski 等人在 1975 年提出交替方向乘子法［1］（Alternating Direction Method of Multipliers，ADMM），算法

通过引入增广拉格朗日函数，将原约束优化问题转化为无约束优化问题，并通过交替更新变量和拉格朗日

乘子来逐步逼近最优解。Boyd 等人［2］将 ADMM 应用到分布优化领域，推动了其在大规模问题中的应用［3］。

Fortin［4］和 Glowinski［5］证明了该算法的全局收敛性，更多研究可参考文献［6］~［12］及其参考文献。当 m ≥ 3
时，刘浩洋［13］和 Chen 等人［14］给出了 ADMM 不收敛的反例，且文献［14］分析了其发散原因。为解决该问题，

He 等人［15-16］引入高斯回代纠正步，虽牺牲部分计算效率，但保证了全局收敛性。此外，为降低子问题的求解

难度，一些学者提出并研究子问题中引入近端项
1
2 ( )x - xk T

Q ( )x - xk 的近端交替方向乘子法（Proximal 
Alternating Direction Method of Multipliers，PADMM）。该算法最早由 Eckstein［17］提出，He 等人［18］进一步研究

了动态惩罚系数和近端参数策略。更多关于 PADMM 的研究和应用详见文献［19］~［23］及其参考文献。针

对多块可分离凸优化问题 (1)，Wang 等人［24］提出一种 twisted 近端交替方向乘子法（Twisted version of the 
proximal Alternating Direction Method of Multipliers，TADMM）。该算法引入了高斯回代纠正步与近端项，同时

将乘子更新步骤提前至第二步进行。理论分析表明，该算法对任意初始点均能保证收敛，且在最坏情况下

具有 O (1/k ) 的迭代复杂度。受以上研究启发，文章拟针对多块可分离的凸优化问题提出两种推广的

TADMM，同时证明其收敛性和迭代复杂度。
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1 预备知识

Rn×m 是 n × m 维欧几里德空间，记 I ∈ Rn×n 为 n 阶单位矩阵。设 A ∈ Rn×n 是实对称矩阵，分别用 λmin ( A) 和

λmax ( A) 表示 A 的最小和最大特征值，用 A ≻ 0（或 A⪰0）表示 A 正定（或半正定）。对于任意 n 阶实对称矩阵

A, B ∈ Rn×n，A ≻ B（或 A⪰B ）表示 A - B ≻ 0（或 A - B⪰0）. 设 A ≻ 0，x ∈ Rn， x
A
: = xT Ax 表示向量 x 的 A-范

数， x 1 表示 x 的 1 范数。 ∙ 表示矩阵的核范数（即矩阵所有奇异值的和）。

设 F: Rn ⇒ Rn 为定义在 Rn上的集值映射，称 F 是单调的，如果对于任意的 x1,x2 ∈ Rn，有

y1 - y2,x1 - x2 ≥ 0, ∀y1 ∈ F ( )x1 ,∀y2 ∈ F ( )x2
设函数 f:Rn → (-∞,+∞ ] 为定义在 Rn上 凸函数，x 为定义域 dom f : = { x ∈ Rn| f ( x ) < +∞ } 中的一点。若向量

g ∈ Rn 满足
f ( y ) ≥ f ( x ) + gT ( y - x ), ∀y ∈ dom f

则称 g 为函数 f 在点 x 处的次梯度。称集合

∂f ( x ) = { }g∣g ∈ Rn, f ( y ) ≥ f ( x ) + gT ( y - x ),∀y ∈ domf

为 f 在点 x 处的次微分。凸函数 f 的次微分 ∂f 是单调的［25］。

设 C ⊂ Rn 是 Rn 中的一个非空凸子集，其示性函数为

δ ( x ; C ) = ì
í
î

0, x ∈ C
+∞, x ∉ C

设 x ∈ C，集合

NC ( x ) = { z∣ z,y - x ≤ 0,∀y ∈ C }
称为集合C 在点 x 处的法锥（Normal Cone）。示性函数的次微分可以表示为

∂δ ( x ; C ) = ì
í
î

NC ( x ), x ∈ C
∅, x ∉ C

设矩阵 X ∈ Rn×n 有分块

X = ( )A B
BT C

其中，A ∈ Rk×k (k < n ). 如果 |A| ≠ 0，则称矩阵 S: = C - BT A-1 B 为矩阵 X 中 A 的舒尔补［26］。关于舒尔补，有以下

结论。

引理 1［26］ 设矩阵 X ∈ Rn×n 有分块

X = ( )A B
BT C

其中，A ∈ Rk×k (k < n )，则 X ≻ 0当且仅当A ≻ 0且S: = C - BT A-1 B ≻ 0.
2 算法及收敛性

设 m ≥ 3，考虑以下多模块可分离的带线性约束的凸优化问题

min
xi∈χi

∑
i=1

m    fi ( )xi  
s.t.∑

i=1

m    Ai xi = b
（2）

其中，每个 χi ⊂ Rni是凸子集；Ai ∈ Rl×ni, b ∈ Rl 和 fi:Rni → (-∞,+∞ ]是下半连续真凸函数。问题 (2) 的拉格朗

日函数 L:Rn1 × … × Rnm × Rl → R 定义为

L ( )x1,…,xm,λ = ∑
i=1

m    fi ( )xi - λT( )∑
i=1

m    Ai xi - b ∀( x1,…, xm,λ) ∈ Rn1 × … × Rnm × Rl （3）
称点 ( )x*1,…,x*

m,λ* ∈ Rn1 × … × Rnm × Rl 为拉格朗日函数 L 的鞍点。如果

L ( )x*1,…,x*
m,λ ≤ L ( )x*1,…,x*

m,λ* ≤ L ( )x1,…, xm,λ* ，∀( x1,…, xm, λ) ∈ Rn1 × … × Rnm × Rl

记 L 的所有鞍点集合为 W *. 由凸分析［25］可知，点 ( )x*1,…, x*
m,λ* ∈ W * 当且仅当
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ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

0 ∈ ∂f1 ( )x*1 - AT1 λ* + Nχ1 ( )x*1

0 ∈ ∂f2 ( )x*2 - AT2 λ* + Nχ2 ( )x*2
⋮
0 ∈ ∂fm ( )x*

m - AT
m λ* + Nχm

( )x*
m

0 = A1 x*1 + A2 x*2 + … + Am x*
m - b

（4）

设 β > 0，问题 (2) 的增广拉格朗日函数 Lβ：Rn1 × … × Rnm × Rl → R 定义为，对任意 ( x1,…,xm,λ) ∈ Rn1 × … ×
Rnm × Rl

Lβ ( )x1,…, xm,λ = ∑
i=1

m    fi ( )xi - λT( )∑
i=1

m    Ai xi - b + β
2





 




∑

i=1

m    Ai xi - b
2

（5）

为了找到问题（2）的最优解（即拉格朗日函数 L 的鞍点），分别提出两类 TADMM 算法，即：TADMM1 和

TADMM2.
2.1 TADMM1

TADMM1 的具体步骤如下面的算法 1. 该算法由预测步和校正步构成，是文献［24］中 TADMM 的推广。

与 TADMM 相比，该算法对 x͂k1 的子问题增加了近端项
1
2 ( )x1 - xk1

T
M1 ( )x1 - xk1 ..

算法 1（TADMM1）：

第 0 步：给定初始点 ( )x01,x02,⋯,x0
m,λ0 ∈ χ1 × χ2 × ⋯ × χm × Rl，参数 β > 0, α ∈ (0,2)，对称矩阵 Mi ∈ Rni×ni，

( i = 1,2,⋯,m ) 及停机准则 ε > 0. 初始化 k: = 0. 

第 1 步：预测

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

x͂k1 = arg min
x1∈χ1

Lβ ( )x1,xk2,⋯,xk
m,λk + 1

2 ( )x1 - xk1
T
M1 ( )x1 - xk1

λ͂k = λk - β ( )A1 x͂k1 + A2 xk2 + ⋯ + Am xk
m - b

x͂k2 = arg min
x2∈χ2

Lβ ( )x͂k1,x2,⋯,xk
m,λ͂k + 1

2 ( )x2 - xk2
T
M2 ( )x2 - xk2

⋮
x͂k

i = arg min
xi∈χi

Lβ ( )x͂k1,⋯,xk
i-1,xi,xk

i+1,…,λ͂k + 1
2 ( )xi - xk

i

T
Mi ( )xi - xk

i

⋮
x͂k

m = arg min
xm∈χm

Lβ ( )x͂k1,⋯,xk
m-1,xm,λ͂k + 1

2 ( )xm - xk
m

T
Mm ( )xm - xk

m

（6）

第 2 步：校正

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

xk+11 = xk1 - α ( )xk1 - x͂k1

xk+12 = xk2 - α ( )xk2 - x͂k2
⋮
xk+1

m = xk
m - α ( )xk

m - x͂k
m

λk+1 = λk - α ( )λk - λ͂k

（7）

第 3 步 ：如 果 maxìí
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï

 xk1 - xk+11
1 +  xk1

,⋯,  xk
m - xk+1

m

1 +  xk
m

,  λk - λk+1

1 +  λk
< ε，则 停 止 迭 代 ；否 则 令 k: = k + 1，返 回

第 1步。

下面分析 TADMM1 的收敛性。为了后文分析的简便性，对任意自然数 k，引入以下记号

uk =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷
xk1
xk2⋮
xk

m

λk

, u =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷
x1
x2⋮
xm

λ

, u͂k =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
x͂k1
x͂k2⋮
x͂k

m

λ͂k

（8） 
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Q =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
M1 0 ⋯ 0 0
0 βAT2 A2 + M2 ⋯ 0 -AT2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ βAT

m Am + Mm -AT
m

0 -A2 ⋯ -Am
1
β I

（9）

引理 2［24］ 设序列{ }uk
k≥1 由 TADMM1 生成，则对任意正整数 k 均有

( )u͂k - u* T
Q ( )uk - u͂k ≥ 0, ∀u* ∈ W * （10）

证明 设 k 为正整数。由式（6）中 xi ( i = 1,2,…,m ) 子问题的最优性条件可得

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

0 ∈ ∂f1 ( )x͂k1 - AT1 λk + βAT1 ( )A1 x͂k1 + A2 xk2 + ⋯ + Am xk
m - b + M1 ( )x͂k1 - xk1 + Nχ1 ( )x͂k1

λ͂k = λk - β ( )A1 x͂k1 + A2 xk2 + ⋯ + Am xk
m - b

⋮
0 ∈ ∂f2 ( )x͂k2 - AT2 λ͂k + βAT2 ( )A1 x͂k1 + A2 x͂k2 + ⋯ + Am xk

m - b + M2 ( )x͂k2 - xk2 + Nχ2 ( )x͂k2

0 ∈ ∂fm ( )x͂k
m - AT

m λ͂k + βAT
m ( )A1 x͂k1 + A2 xk2 + ⋯ + Am x͂k

m - b + Mm ( )x͂k
m - xk

m + Nχm
( )x͂k

m

（11）

将式 (11) 中的第二式代入其余子式中可得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0 ∈ ∂f1 ( )x͂k1 - AT1 λ͂k + M1 ( )x͂k1 - xk1 + Nχ1 ( )x͂k1

0 ∈ ∂f2 ( )x͂k2 - AT2 λ͂k + AT2 ( )λk - λ͂k + ( )βAT2 A2 + M2 ( )x͂k2 - xk2 + Nχ2 ( )x͂k2

⋮
0 ∈ ∂fm ( )x͂k

m - AT
m λ͂k + AT

m ( )λk - λ͂k + ( )βAT
m Am + Mm ( )x͂k

m - xk
m + Nχm

( )x͂k
m

（12）

设 u* = ( )x*1,…,x*
m,λ* ∈ W * 是拉格朗日函数的鞍点，则有

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0 ∈ ∂f1 ( )x*1 - AT1 λ* + Nχ1 ( )x*1

0 ∈ ∂f2 ( )x*2 - AT2 λ* + Nχ2 ( )x*2
⋮
0 ∈ ∂fm ( )x*

m - AT
m λ* + Nχm

( )x*
m

（13）

结合式 (12) 和式 (13)，并由法锥的单调性，则存在 y k
i ∈ ∂fi ( )x͂k

i ( i = 2,3,⋯,m ) 和 y *
i ∈ ∂fi ( )x*

i ( i = 1,2,⋯,m )，使得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

-y k1 + y *1 + AT1 ( )λ͂k - λ* + M1 ( )xk1 - x͂k1 , x͂k1 - x*1 ≥ 0
-y k2 + y *2 + AT2 ( )λ͂k - λ* + zk2, x͂k2 - x*2 ≥ 0

⋮
-y k

m + y *
m + AT

m ( )λ͂k - λ* + zk
m, x͂k

m - x*
m ≥ 0

（14）

其中，zk
i = -AT

i ( )λk - λ͂k + ( )βAT
i Ai + Mi ( )xk

i - x͂k
i ( i = 2,3,⋯,m ). 又由次梯度 ∂fi ( i = 1,2,⋯, m ) 的单调性，可得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

AT1 ( )λ͂k - λ* + M1 ( )xk1 - x͂k1 , x͂k1 - x*1 ≥ y k1 - y *1 , x͂k1 - x*1 ≥ 0
AT2 ( )λ͂k - λ* + zk2, x͂k2 - x*2 ≥ y k2 - y *2 , x͂k2 - x*2 ≥ 0

⋮
AT

m ( )λ͂k - λ* + zk
m, x͂k

m - x*
m ≥ y k

m - y *
m, x͂k

m - x*
m ≥ 0

（15）

将以上不等式累加可得

∑
i=1

m     λ͂k - λ*, Ai x͂k
i - Ai x*

i + M1 ( )xk1 - x͂k1 , x͂k1 - x*1 + ∑
i=2

m     -AT
i ( )λk - λ͂k , x͂k

i - x*
i

+∑
i=2

m     ( )βAT
i Ai + Mi ( )xk

i - x͂k
i , x͂k

i - x*
i ≥ 0 （16）

再由式（4）中的最后一个等式，有
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∑
i=1

m  ( Ai x͂k
i - Ai x*

i )   = ∑
i=1

m   Ai x͂k
i - b = ( A1 x͂k1 + ∑

i=2

m   Ai xk
i - b) + ∑

i=2

m   Ai   ( )x͂k
i - xk

i = 1
β ( )λk - λ͂k + ∑

i=2

m   Ai   ( )x͂k
i - xk

i

然后结合式（16）可得

λ͂k - λ*, 1
β ( )λk - λ͂k + ∑

i=2

m     λ͂k - λ*,-Ai ( )xk
i - x͂k

i + ∑
i=2

m     -AT
i ( )λk - λ͂k , x͂k

i - x*
i

+ M1 ( )xk1 - x͂k1 , x͂k1 - x*1 + ∑
i=2

m     ( )βAT
i Ai + Mi ( )xk

i - x͂k
i , x͂k

i - x*
i ≥ 0

因此，根据矩阵 Q 的定义，式（10）成立，证明完毕。

下面，给出一些条件以确保矩阵 Q 是正定的。为此，设

δmin = min2≤i≤m
 { }λmin ( )AT

i Ai , δmax = max2≤i≤m
 { }λmax ( )AT

i Ai 和
-δ min = min2≤i≤m

 { }λmin ( Mi )
假设

-δ min > β [ ](m - 1) δmax - δmin （17）
则矩阵 Q 是正定的。事实上，令 C = 1

β I

A = ( )βAT2 A2 + M2 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ βAT

m Am + Mm

和B = ( )-A2⋮
-Am

则矩阵 Q 可以写为

Q = ( )M1 0
0 Q1

， 其中 Q1 = ( )A B
BT C

注意，Q1 中 A 的舒尔补为

S = C - BT A-1 B = 1
β I - ∑

i=2

m    Ai ( )βAT
i Ai + Mi AT

i

   = ∑
i=2

m    é
ë
êêêê

ù

û
úúúú

1
(m - 1) β

I - Ai ( )βAT
i Ai + Mi AT

i

   ⪰∑
i=2

m    é
ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1

(m - 1) β
I - 1

βδmin + -δ min
Ai AT

i

   ⪰∑
i=2

m    é
ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1

(m - 1) β
- δmax

βδmin + -δ min
I

根据式 (17)，S ≻ 0. 因此，由引理 1 可知 Q1 是正定的，同理上文所述的矩阵 Q 也是正定的。

引理 3［24］ 设序列{ }uk
k≥1 由 TADMM1 生成，则有

 uk+1 - u* 2
Q

≤  uk - u* 2
Q

- (2 - α )α uk - u͂k 2
Q
, ∀u* ∈ W * （18）

证明 设 u* ∈ W，k 为正整数。由引理 2 可知 ( )u͂k - u* T
Q ( )uk - u͂k ≥ 0，又

( )u͂k - u* T
Q ( )uk - u͂k = ( )uk - u* T

Q ( )uk - u͂k -  uk - u͂k 2
Q

所以

( )uk - u* T
Q ( )uk - u͂k ≥  uk - u͂k 2

Q

由 TADMM1 中的修正步，得 uk+1 = uk - α ( )uk - u͂k ，于是

 uk+1 - u* 2
Q

=  ( )uk - u* + ( )uk+1 - uk
2
Q

                       =  ( )uk - u* - α ( )uk - u͂k
2
Q

                       =  uk - u* 2
Q

- 2α ( )uk - u* T
Q ( )uk - u͂k + α2 ( )uk - u͂k

2
Q

                       ≤  uk - u* 2
Q

- (2 - α )α ( )uk - u͂k
2
Q
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证毕。

定理 1 设序列{ }uk
k≥1 由 TADMM1 生成，假设矩阵 Q 是正定，则{ }uk

k≥1 收敛到 u∞ ∈ W *. 
证明 由引理 3 可知序列{ }uk

k≥1 有界，且

lim
k→+∞   uk - u͂k

Q
= 0 （19）

因此，序列{ }u͂k 也有界。令u∞ 是{ }u͂k 的一个聚点，{ }u͂kj 是{ }u͂k 收敛到u∞ 的一个子列，即 lim
j→+∞  ukj = u∞. 由最优性条件

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

0 ∈ ∂f1 ( )x͂kj1 - AT1 λ͂kj + AT1 ( )λkj - λ͂kj + ( )βAT1 A1 + M1 ( )x͂kj1 - xkj1 + Nχ1 ( )x͂kj1

0 ∈ ∂f2 ( )x͂kj2 - AT2 λ͂kj + AT2 ( )λkj - λ͂kj + ( )βAT2 A2 + M2 ( )x͂kj2 - xkj2 + Nχ2 ( )x͂kj2

⋮
0 ∈ ∂fm ( )x͂kj

m - AT
m λ͂kj + AT

m ( )λkj - λ͂kj + ( )βAT
m Am + Mm ( )x͂kj

m - xkj

m + Nχm
( )x͂kj

m

0 = A1 x͂kj1 + A2 x͂kj2 + ⋯ + Am x͂kj

m - b

（20）

令 k → ∞ 可得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

0 ∈ ∂f1 ( )x∞1 - AT1 λ∞ + Nχ1 ( )x∞1

0 ∈ ∂f2 ( )x∞2 - AT2 λ∞ + Nχ2 ( )x∞2
⋮
0 ∈ ∂fm ( )x∞

m - AT
m λ∞ + Nχm

( )x∞
m

0 = A1 x∞1 + A2 x∞2 + ⋯ + Am x∞
m - b

（21）

这表明，u∞ 是 L ( )x1,x2,⋯,xm,λ 的一个鞍点，所以由引理 2 可知 uk+1 - u∞
Q

≤  uk - u∞
Q
，又因为 lim

j→+∞  ukj = u∞，

所以 lim
k→+∞  uk = u∞. 证毕。

2.2 TADMM2 算法

TADMM2 的具体步骤如以下算法 2. 该算法同样由预测步和校正步构成，也是文献［24］中 TADMM 的推

广。和 TADMM1 有类似的更新策略，不同之处在于将拉格朗日乘子的更新放在了第一步，并且在更新某一

个变量时，其他变量采用原来的值。这样在第 1 步中的变量 x1,x2,⋯, xm 可以同时更新。

算法 2（TADMM2）：

第 0 步 ：给 定 初 始 点 ( )x01,x02,⋯,x0
m,λ0 ∈ χ1 × χ2 × ⋯ × χm × Rl，参 数 β > 0, α ∈ (0,2)，对 称 矩 阵

Mi ∈ Rni×ni ( i = 1,2,⋯,m ) 及停机准则 ε > 0. 初始化 k: = 0. 

第 1 步：预测

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

λ͂k = λk - β ( )A1 xk1 + A2 xk2 + ⋯ + Am xk
m - b

x͂k1 = arg min
x1∈χ1

Lβ ( x1,xk2,⋯,xk
m,λ͂k ) + 1

2 ( )x1 - xk1
T
M1 ( )x1 - xk1

x͂k2 = arg min
x2∈χ2

Lβ ( )xk1,x2,⋯,xk
m,λ͂k + 1

2 ( )x2 - xk2
T
M2 ( )x2 - xk2

⋮
x͂k

i = arg min
xi∈χi

Lβ ( xk1,⋯,xk
i-1,xi,xk

i+1,…,λ͂k ) + 1
2 ( )xi - xk

i

T
Mi ( )xi - xk

i

⋮
x͂k

m = arg min
xm∈χm

Lβ ( )xk1,⋯,xk
m-1,xm,λ͂k + 1

2 ( )xm - xk
m

T
Mm ( )xm - xk

m

（22）

第 2 步：校正

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

xk+11 = xk1 - α ( )xk1 - x͂k1

xk+12 = xk2 - α ( )xk2 - x͂k2
⋮
xk+1

m = xk
m - α ( )xk

m - x͂k
m

λk+1 = λk - α ( )λk - λ͂k

（23）
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第 3步：如果 maxìí
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï

 xk1 - xk+11
1 +  xk1

,⋯,  xk
m - xk+1

m

1 +  xk
m

,  λk - λk+1

1 +  λk
< ε，则停止迭代；否则令 k: = k + 1，返回第 1 步。

TADMM2 的收敛性的证明与 TADMM1 类似，省略下述结论的详细证明。由于其迭代格式不同，在引理 4
中会用到以下矩阵 P

P =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
βAT1 A1 + M1 0 ⋯ 0 -AT1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ βAT

m Am + Mm -AT
m

-A1 -A2 ⋯ -Am
1
β I

（24）

矩阵 P是对称的，和讨论矩阵 Q正定条件类似，通过恰当地选择矩阵{ Mi }( i = 1, 2, …, m )，可以使矩阵 P正定。

引理 4 设序列{ }uk
k≥1 由 TADMM2 生成，则有

( )u͂k - u* T
P ( )uk - u͂k ≥ 0, ∀u* ∈ W * （25）

引理 5 设序列{ }uk
k≥1 由 TADMM2 生成，则有

 uk+1 - u* 2
P

≤  uk - u* 2
P

- (2 - α )α uk - u͂k 2
P
, ∀u* ∈ W * （26）

定理 2 设序列{ }uk
k≥1 由 TADMM2 生成，且矩阵 P 是正定的，则{ }uk

k≥1 收敛到 u∞ ∈ W *. 
3 迭代复杂度

下面讨论 TADMM1 和 TADMM2 的迭代复杂度。

定理 3 设序列{ }uk
k≥1 由 TADMM1 生成，且矩阵 Q 是正定的，则对于任意的整数 k > 0，有

 uk - u͂k 2
Q

≤ 1
(k + 1) (2 - α )α

 u0 - u* 2
Q
, ∀u* ∈ W （27）

证明 设k为正整数。设 zk
i ( i = 2,3,⋯,m ) 和y k

i ∈ ∂fi ( )x͂k
i ( i = 1, 2, …, m ) 如引理2的证明中所定义。根据引

理2证明中的式（12），有

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

-y k1 + AT1 λ͂k, x1 - x͂k1 ≤ 0,∀x1 ∈ χ1

-y k2 + AT2 λ͂k + zk2, x2 - x͂k2 ≤ 0,∀x2 ∈ χ2
⋮
-y k

m + AT
m λ͂k + zk

m, xm - x͂k
m ≤ 0,∀xm ∈ χm

-∑
i=1

m    Ai x͂k
i + b + ∑

i=2

m     [ ]-Ai ( )xk
i - x͂k

i + 1
β ( )λk - λ͂k ,λ - λ͂k ≤ 0

（28）

类似地，存在 y k+1
i ∈ ∂fi ( )x͂k+1

i ( i = 1, 2, ⋯, m ) 使得

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

-y k+11 + AT1 λ͂k+1,x1 - x͂k+11 ≤ 0,∀x1 ∈ χ1

-y k+12 + AT2 λ͂k+1 + zk+12 ,x2 - x͂k+12 ≤ 0,∀x2 ∈ χ2
⋮
-y k+1

m + AT
m λ͂k+1 + zk+1

m ,xm - x͂k+1
m ≤ 0,∀xm ∈ χm

-∑
i=1

m    Ai x͂k+1
i + b + ∑

i=2

m     [ ]-Ai ( )xk+1
i - x͂k+1

i + 1
β ( )λk+1 - λ͂k+1 ,λ - λ͂k+1 ≤ 0

（29）

在式（28）和式（29）中分别令 ( )x1,x2,⋯,xm

T = ( )x͂k+11 ,x͂k+12 ,⋯,x͂k+1
m

T
和 ( )x1,x2,⋯,xm

T = ( )x͂k1,x͂k2,⋯,x͂k
m

T
，则有
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ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

-y k1 + AT1 λ͂k, x͂k+11 - x͂k1 ≤ 0, ∀x1 ∈ χ1

-y k2 + AT2 λ͂k + zk2, x͂2 - x͂k2 ≤ 0, ∀x2 ∈ χ2
⋮
-y k

m + AT
m λ͂k + zk

m, x͂2 - x͂k
m ≤ 0,∀xm ∈ χm

-∑
i=1

m    Ai x͂k
i + b + ∑

i=2

m     [ ]-Ai ( )xk
i - x͂k

i + 1
β ( )λk - λ͂k , λ͂k+1 - λ͂k ≤ 0

（30）

和

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

-y k+11 + AT1 λ͂k+1, x͂k1 - x͂k+11 ≤ 0, ∀x1 ∈ χ1

-y k+12 + AT2 λ͂k+1 + zk+12 , x͂k2 - x͂k+12 ≤ 0, ∀x2 ∈ χ2
⋮
-y k+1

m + AT
m λ͂k+1 + zk+1

m , x͂k
m - x͂k+1

m ≤ 0, ∀xm ∈ χm

-∑
i=1

m    Ai x͂k+1
i + b + ∑

i=2

m     [ ]-Ai ( )xk+1
i - x͂k+1

i + 1
β ( )λk+1 - λ͂k+1 , λ͂k - λ͂k+1 ≤ 0

（31）

由式（30）和式（31）可得

∑
i=1

m     y k
i - y k+11 , x͂k

i - x͂k+1
i + ∑

i=1

m     -AT
i ( )λ͂k - λ͂k+1 , x͂k

i - x͂k+1
i + ∑

i=1

m     ( )Ai x͂k
i - Ai x͂k+1

i , λ͂k - λ͂k+1

    ≤ ∑
i=2

m     zk
i - zk+11 , x͂k

i - x͂k+1
i + ∑

i=2

m     { }-Ai[ ]( )xk
i - x͂k

i - ( )xk+1
i - x͂k+1

i , λ͂k - λ͂k+1

    + 1
β [ ]( )λk - λ͂k - ( )λk+1 - λ͂k+1 , λ͂k - λ͂k+1

    +∑
i=1

m     ( )βAT
i Ai + Mi [ ]( )xk

i - x͂k
i - ( )xk+1

i - x͂k+1
i , x͂k

i - x͂k+1
i

    +∑
i+2

m     { }-Ai[ ]( )xk
i - x͂k

i - ( )xk+1
i - x͂k+1

i , λ͂k - λ͂k+1

    + 1
β [ ]( )λk - λ͂k - ( )λk+1 - λ͂k+1 , λ͂k - λ͂k+1

              = ( )u͂k - u͂k+1 T
Q [ ]( )uk - u͂k ( )uk+1 u͂k+1 （32）

由次微分 ∂fi ( i = 1,2,⋯,m ) 的单调性，有

∑
i=1

m   y k
i - y k+1

i , x͂k
i - x͂k+1

i ≥ 0
此外，又由

∑
i=1

m     -AT
i ( )λ͂k - λ͂k+1 , x͂k

i - x͂k+1
i + ∑

i=1

m     ( )Ai x͂k
i - Ai x͂k+1

i , λ͂k - λ͂k+1 = 0
式（32）表明

( )u͂k - u͂k+1 T
Q [ ]( )uk - u͂k - ( )uk+1 - u͂k+1 ≥ 0 （33）

则

( )u͂k - u͂k+1 T
Q [ ]( )uk - u͂k - ( )uk+1 - u͂k+1 ≥  ( )uk - u͂k - ( )uk+1 - u͂k+1 2

Q
（34）

因为

‖a‖2
Q - ‖b‖2

Q = 2aTQ (a - b) - ‖a - b‖2
Q （35）

在式 (35) 中，令 a = uk - u͂k 和 a = uk+1 - u͂k+1，则可得

 uk - u͂k 2
Q

-  uk+1 - u͂k+1 2
Q

= 2
α ( )uk - uk+1 T

Q [ ]( )uk - u͂k - ( )uk+1 - u͂k+1 -  ( )uk - u͂k - ( )uk+1 - u͂k+1 2
Q

（36）
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由式 (33) 和式（36）可得

 uk - u͂k 2
Q

-  uk+1 - u͂k+1 2
Q

≥ 2 - α
α

 ( )uk - u͂k - ( )uk+1 - u͂k+1 2
Q

≥ 0
所以{  uk - u͂k 2

Q
}单调递减。又由引理 3 中的式（18），有

∑
k=0

+∞    (2 - α )α uk - u͂k 2
Q

≤  u0 - u* 2
Q
, ∀u* ∈ W *

所以

(k + 1) (2 - α )α uk - u͂k 2
Q

≤  u0 - u* 2
Q
, ∀u* ∈ W *

从而式（24）成立，证毕。

类似地，关于算法 TADMM2，有以下迭代复杂度估计。

定理 4 设序列 { }uk
k≥1 由 TADMM2 生成，且矩阵 P 是正定的。则对于任意的整数 k > 0，有

 uk - u͂k 2
P

≤ 1
(k + 1) (2 - α )α

 u0 - u* 2
P
, ∀u* ∈ W （37）

定理 3 和定理 4 表明，算法 TADMM1 和 TADMM2 的迭代复杂度估计与文献［24］中 TADMM 类似。

4 数值实验

4.1 Fused-LASSO 模型

文献［27］中的 Fused-LASSO 模型是用来求解稀疏数据拟合的经典模型之一。本节实验将该模型运用

到手写数字 1 和 7 的识别问题，分别应用 TADMM1、TADMM2 及文献［24］中的 TADMM 来求解该问题对应的

Fused-LASSO 模型，并比较其数值结果。所有数值实验均在 Python 3.12.0 环境中实现，运行平台为配备 
8GB 内存、1.8 GHz 主频的英特尔酷睿主机。

下面先介绍 Fused-LASSO 模型［27］及其子问题的求解。Fused-LASSO 模型为

min
x∈Rm

  12  Ax - b 2
2 + μ1 x 1 + μ2∑

i=2

m     || xi - xi-1 （38）
其中，A ∈ Rn×m 是给定的矩阵，μ1, μ2 > 0 为正则参数。将模型 (38) 转化为以下三模块可分离凸优化问题

min
x,y∈Rm,z∈Rm-1

 f1 ( x ) + f2 ( y ) + f3 ( z )
     s.t.A1 x + A2 y + A3 z = 0 （39）

其中，f1: = 1
2  A(∙) - b

2
2, f2 = μ1 ∙ 1, f3 = μ2 ∙ 1, A1 = ( )Im×m

L (m-1)×m
, A2 = ( )-Im×m0(m-1)×m

, A3 = ( )0m×(m-1)-I (m-1)×(m-1)
，I 为单位阵，

L =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷
-1 1 0 ⋯ 0 0
0 -1 1 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ -1 1 0
0 0 ⋯ 0 -1 1

对应的增广拉格朗日函数Lβ：Rm × Rm × Rm-1 × R2m-1 → R定义为，对任意( x,y,z,λ) ∈ Rm × Rm × Rm-1 × R2m-1，

Lβ ( x,y,z,λ) = min
x,y,z   12  Ax - b 2

2 + μ1 y 1 + μ2 z 1 + λT ( A1 x + A2 y + A3 z ) + β
2‖A1 x + A2 y + A3 z‖2

其中，λ ∈ R2m-1 为拉格朗日乘子，β > 0 为二次罚项的系数。在运用 TADMM1、TADMM2 及 TADMM 求解问题

(39) 时，令 M1 = M2 = M3 = vI，其中，v > 0 是一个常数。下面是 TADMM1 子问题解的显式表达式

（1）x-子问题

                                x͂k = arg min
x

Lβ ( )x,yk,zk,λk + 1
2  x - xk 2

M1

                                  |

|
|
||
|⇔ ∇x ( )L ( )x,yk,zk,λk + 1

2  x - xk 2
M1

x͂k

= 0
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                                  ⇔ AT ( Ax - b) - AT1 λk + βAT1 ( )A1 x + A2 yk + A3 zk + v ( )x - xk = 0
                                  ⇔ x͂k = ( )AT A + βAT1 A1 + vI

-1 ( )ATb + AT1 λk + vxk - β ( )AT1 A2 yk + AT1 A3 zk

（2）y-子问题

y͂k = arg min
y

Lβ ( )x͂k,y,zk,λ͂k + 1
2  y - yk 2

M2

    ⇔ y͂k = arg min
y

{μ1 y 1 - λ͂k,A1 x͂k + A2 y + A3 zk }+ β
2  A1 x͂k + A2 y + A3 zk 2

2 + 1
2  y - yk 2

M2

    ⇔ y͂k = arg min
y

{ }μ1 y 1 - λ͂k,AT2 λ͂k + βx͂k + vyk + β + v
2 ‖y‖2

    ⇔ y͂k = arg min
y

{ }μ1 y 1 + β + 1
2 ‖y - 1

β + v
( AT2 λ͂k + βx͂k + vyk )‖2

    ⇔ y͂k = 1
β + v

Sgn ( )AT2 λ͂k + βx͂k + vyk Max{ }|| AT2 λ͂k + βx͂k + vyk - μ11m,0

其中 Sgn ( t ): =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

1, t > 0
0, t = 0, 
-1, t < 0

∀t ∈ R

（3）z-子问题

    z͂k = arg min
z

Lβ ( )x͂k,yk,z,λ͂k + 1
2  z - zk 2

M3

       ⇔ z͂k = arg min
z

{μ2 z 1 - λ͂k,A1 x͂k + A2 yk + A3 z }+ β
2  A1 x͂k + A2 yk + A3 z

2
2 + 1

2  z - zk 2
M3

       ⇔ z͂k = arg min
z

{ }μ2 z 1 - λ͂k,AT3 λ͂k - βAT3 A1 x͂k + vzk + β + v
2 ‖z‖2

       ⇔ z͂k = arg min
z

{ }μ2 z 1 + β + v
2 ‖z - 1

β + 1 ( AT3 λ͂k - βAT3 A1 x͂k + vzk )‖2

       ⇔ z͂k = 1
β + v

Sgn ( )AT3 λ͂k - βAT3 A1 x͂k + vzk Max{ }|| AT3 λ͂k - βAT3 A1 x͂k + vzk - μ21m-1,0
其中，1m,1m-1 分别表示分量均为 1 的 m 和 m - 1 维的向量，0表示零向量。类似地，也可以写出 TADMM2 和

TADMM 子问题的显式解。

4.2 实验结果

实验中使用的数据集为 MNIST 数据集，由 7 万张图片组成，每张图片由 28 × 28 维的 0~9 的手写数字图

片构成，每张图片均为黑底白字的形式，黑底用 0 表示，白字用 0~1 之间的浮点数表示，越接近 1，颜色越白。

将 28 × 28 维的图片矩阵拉直，得到 1 × 784 维的向量。实验中，随机选择 500 张数字为 1 和 7 的图片进行实

验，即问题 (43) 中 n=500，m=784.
分别运用 TADMM1 和 TADMM2 及文献［24］的算法 TADMM 求解问题 (43). 参数设置如下：TADMM1：

α = 1.5，β = 1，μ1 = μ2 = 0.01，v = 1.5；TADMM2：α = 0.9，β = 1，μ1 = μ2 = 0.01，v = 1.5；TADMM：α = 0.5，β = 0.5，

μ1 = μ2 = 0.01，v = 1.5. 迭 代 初 始 值 为 ：x0，y0，z0，λ0 均 取 为 零 向 量 ，停 机 准 则 为 
maxìí

î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï

 xk - xk+1

1 +  xk
,  yk - yk+1

1 +  yk
,  zk - zk+1

1 +  zk
< ε. 表 1 是三种算法在不同停机准则下的数值比较。图 1、图 2 是三

种算法分别迭代 30 次和迭代 50 次的函数值和梯度的模的比较。图 3 分别是三种算法识别数字 1 和 7 的热图

（其中，a、e 是测试数字，b、f 对应算法 TADMM1 的热图，c、g 对应算法 TADMM2 的热图，d、h 对应算法 TADMM
的热图）。实验结果表明，三种算法均具有收敛性，能有效识别出数字 1 和数字 7. 表 1 和图 1、图 2 表明，在手

写数字识别问题中，与其余两种算法比较，通常算法 TADMM1 效率最高。
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表 1 三种算法在不同停机准则下的数值比较

ε

0.010

0.009

0.005

0.002

算法

TADMM1
TADMM2
TADMM

TADMM1
TADMM2
TADMM

TADMM1
TADMM2
TADMM

TADMM1
TADMM2
TADMM

梯度的模

0.38946
0.36463
0.44343
0.37182
0.35858
0.41050
0.34744
0.28582
0.30812
0.32169
0.24586
0.23593

函数值

1.47632
1.66849
1.66539
1.45423
1.64764
1.63221
1.36183
1.49887
1.48637
1.26019
1.34630
1.33483

迭代次数

29
33
31
32
35
34
53
58
56

117
130
128

耗时（秒）

4.364
6.020
5.586
4.905
6.270
6.056
8.216
9.969
9.787

18.139
21.370
21.038
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图 1 迭代次数为 30 时，三种算法的函数值和梯度的模比较
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图 3 三种算法的手写数字识别热图
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Proximal ADMMs for Multi-block Separable Convex Optimizations and Convergences
LUO Xiu，WANG Xiang-mei*，LIAO Chun-fang

（College of Mathematics and Statistics，Guizhou University，Guiyang，Guizhou，550025，China）

Abstract：The Alternating Direction Method of Multipliers （ADMM） is one of the important methods for 
solving two-block separable convex optimization problems and has made significant progress in recent years. 
Recently，Wang et al. proposed a Twisted version of the proximal Alternating Direction Method of Multipliers 

（TADMM） to solve multi-block separable problems （involving three or more blocks）. Building on this work，the 
present study introduces two new TADMM variants，and systematically analyzes their convergence behaviors and 
iteration complexities. Finally，these algorithms are implemented to solve LASSO models in the handwritten digit 
recognition problems. Numerical experiments confirm the convergence of all three methods （the original TADMM 
and the two proposed variants） and further demonstrate the first variant proposed herein outperforms the other two 
by a significant margin.

Keywords：Separable convex optimization；Augmented Lagrangian function；Proximal ADMM；Convergence；

Handwritten digit recognition problem
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Large Deviation Principle of Hilfer Fractional Stochastic Delay 
Differential Equation

CHEN Juan，GU Hai-bo*，YAN Yu-tao

（College of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：This paper investigates the Large Deviation Principle (LDP) for a class of Hilfer fractional 
stochastic delay differential equations with multiplicative noise. Based on the equivalence between the LDP and the 
Laplace principle, the weak convergence method is employed to establish the LDP for such equations by verifying 
the compactness of the skeleton equation and the convergence of the perturbed system. A financial market model is 
presented as an example, and numerical simulations are conducted to illustrate how the LDP can be used to analyze 
the asymptotic behavior of the system under small noise perturbations, thereby validating the theoretical results. 

Keywords：Fractional calculus；Stochastic differential equation；Large Deviation Principle；Weak convergence
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