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摘　要：为了在概率区间值直觉犹豫模糊集（PIVIHFS）中储存更多决策信息，更科学地处理决策问题，本研究对 PIVIHFS 中的每个概

率区间值直觉犹豫模糊数赋予决策专家权重，定义加权概率区间值直觉犹豫模糊集（WPIVIHFS）。建立加权概率区间值直觉犹豫模糊元

（WPIVIHFE）的加权得分函数模型、加权精确函数模型以及 2 个 WPIVIHFE 的大小比较规则。建立加权概率区间值直觉犹豫模糊有序加权平

均（WPIVIHFOWA）算子、加权概率区间值直觉犹豫模糊有序加权几何（WPIVIHFOWG）算子以及加权概率区间值直觉犹豫模糊加权 Maclaruin

对称平均（WPIVIHFWMSM）算子模型，同时研究 WPIVIHFWMSM 算子的表达形式及其具有的性质。基于以上三种算子构建一套决策方法，并

通过数值算例验证了 WPIVIHFS 理论的合理性与决策方法的可行性。
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在不确定数据信息条件下的多属性群决策问题中，犹豫模糊集（HFS）［1］能够保留决策群体对事物的全

部认知信息，非常有利于解决复杂多属性群决策问题。众多学者深入研究了 HFS 相关理论及应用问题。朱

国成等人［2］在新定义的犹豫模糊元混合和以及混合积得分函数的基础上，建立犹豫模糊加权混合加与混合

积两个集结算子，提出一种新的 HFS 多属性群决策方法；于淼等人［3］提出现有 HFS 距离模型的不足之处，介

绍了 HFS 距离矩阵概念及其测度距离的优越性，最后给出了一种识别决策新方法；张志伟等人［4］根据决策者

的不同偏好，提出基于 HFS 的 TOPSIS 多属性决策方法；曹磊等人［5］设置了一种基于线性插值悲观升维加权

犹豫模糊兰氏距离测度和犹豫模糊指数熵的多属性群决策算法，并用该算法解决水质综合评价问题；张家

贤等人［6］为处理航空装备保障系统效能评估问题，建立一种基于犹豫模糊混合云模型的效能评估模型。文

献［7-10］分别从不同角度出发研究了 HFS 多属性群决策问题。 
为了在评价数据信息由 HFS 刻画的决策环境中，更加全面与精细化地输出决策信息，有学者基于不同

视角对隶属度进行了注解。Zhu 等人［11］针对测评数据信息中隶属度出现的可能性问题，定义了概率犹豫模

糊集（PHFS）；曾文艺等人［12］根据每个不同隶属度出现的权威性问题，提出了加权犹豫模糊集（WHFS）的概

念。在 PHFS 理论与决策应用研究方面，朱国成等人［13］采用区间值隶属度的中位数、清晰度以及概率构成的

三维点坐标来刻画概率区间值犹豫模糊数，并在此基础上建立一种 TOPSIS 多属性群决策方法；张艳娜等

人［14］针对评价指标权重完全未知的决策问题给出了一种基于几何平均犹豫度的概率犹豫模糊多属性决策

方法；朱国成等人［15］采用平面向量来描述概率犹豫模糊数，在此基础上建立了平面向量得分函数模型、平面

向量离差函数模型、两个概率犹豫模糊元的大小比较规则与距离测度模型；王莉莉等人［16］将后悔理论与

PHFS 进行结合，提出了一种多属性群决策方法；文献［17-20］在不同的决策场景中对 PHFS 进行了深入研

究。在 WHFS 理论与决策应用研究方面，朱国成等人［21］在设置绝对权威专家的条件下计算非权威决策专家
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的综合权重，然后将所有决策专家的综合权重注入 HFS 中，以此获取 WHFS，最后建立用参数调整方案得分

实值与得分虚值比例进而计算方案综合决策值的模型；朱国成［22］从单个属性角度建立了对备选方案排序的

两种算法，并对两种算法结果进行了对比分析；高培根等人［23］利用 WHFS 作为实验信息数据，在此基础上将

分阶段搜索粒子群算法与 Kriging 方法结合，建立决策模型；冯雪等人［24］给出了一种加权犹豫模糊偏好关系

和乘性一致偏好关系，为了检测加权犹豫模糊偏好关系的一致性水平，设计了一种一致性调整算法；贾新玲

等人［25］提出一种基于 WHFS 的 Lance 距离多属性群决策方法，用于选择流感疫苗供货商。WHFS 与 PHFS 作

为 HFS 的拓展定义，基于不同视角丰富和完善了 HFS 的理论内涵，解决了大量在犹豫模糊环境中多属性群

决策问题。考虑到 WHFS 与 PHFS 分别较为片面地描述隶属度发生的重要性与可能性问题，因而 WHFS 与

PHFS 在刻画决策信息时仍然具有一定的局限性。为此，朱国成等人［26］将决策专家的权重注入 PHFS 中，进

而定义了加权概率犹豫模糊集（WPHFS）。WPHFS 成功糅合了 WHFS 与 PHFS 分别具有的特点，在新的视角

下提供了一种更加灵活的表征决策信息方法［27-29］。

目前，在 WPHFS 多属性群决策问题中，当计算方案综合评价值时，皆默认评价属性的数据信息糅合参

数在集结算子中相互独立，但决策群体在面对大型多属性群决策问题时，可能会出现由决策者主观思考与

表达的模糊性导致输入参数差异性的情形，最终得到有悖于现实期待的决策结果。因此，有必要研究多个

输入参数之间的相互关系问题。Maclaurin 对称平均（MSM）算子［27］是研究多个参数输入关系的常用工具，其

在群决策问题中处理各评价指标之间的相互关系方面是非常有效的［28］。由于 WPHFS 概念提出不久，因而

对其理论与决策应用研究还不充分。例如，在 WPHFS 中，全体隶属度若由区间值直觉犹豫模糊数构成，则

此时的 WPHFS 演变为加权概率区间值直觉犹豫模糊集（WPIVIHFS）。针对 WPIVIHFS 的理论研究，不可避

免地会牵扯到区间直觉犹豫模糊集的理论知识，因此，完善 WPIVIHFS 自身理论知识是其在多属性群决策问

题中应用的前提。

在 WPIVIHFS 多属性群决策问题中，文章将 WPIVIHFS 与 MSM 算子进行结合，并基于 MSM 算子进而演

绎新算子来解决 WPIVIHFS 多属性群决策问题。具体做法步骤如下：首先，建立加权概率区间值直觉犹豫模

糊有序加权平均（WPIVIHFOWA）算子模型、加权概率区间值直觉犹豫模糊有序加权几何（WPIVIHFOWG）

算 子 模 型 ；其 次 ，在 引 入 Archimedean 范 数 的 基 础 上 ，建 立 加 权 概 率 区 间 值 直 觉 犹 豫 模 糊 加 权 MSM 
（WPIVIHFWMSM） 算子模型，并进一步研究 WPIVIHFWMSM 算子的相关问题以及特殊情形；最后，在具体

数值算例中验证 WPIVIHFS 理论与决策方法的可行性。

1 预备知识

1.1 WPIVIHFS 基础知识

定义 1［29］ 设 X 为论域，X 上的 PIVIHFSH 定义为 H = {( x, ( [ u-, u+ ] , [ v-, v+ ]), P )|x ∈ X }. PIVIHFSH 是由一

列 概 率 区 间 值 直 觉 犹 豫 模 糊 元（PIVIHFE）h = {(( [ u-, u+ ] , [ v-, v+ ]), P ) } 组 成 。 P 为 区 间 直 觉 模 糊 数

{ [ u-, u+ ] , [ v-, v+ ] }发生的概率，P ∈ [ 0, 1 ]，u-, u+, v-, v+ ∈ [ 0, 1 ] , u+ + v+ ≤ 1.
定义 2［30］ 设 X 为一个有限集，形如 H = { < x, hx ( px ) > |x ∈ X }的二元组称为集合 X 上的 PIVIHFS，其中将

hx ( px ) = hi = {(( [ u (k )-
i , u (k )+

i ] , [ v (k )-
i , v (k )+

i ]), p (k )
i )|i = 1, 2, ⋯, n, k = 1, 2, ⋯, #hi， }∑k=1

#hi p (k )
i ≤ 1 称为一列 PIVIHFEs. 式

中符号 u (k )-
i , u (k )+

i , v (k )-
i , v (k )+

i ∈ [ 0, 1 ]，u (k )+
i + v (k )+

i ≤ 1，p (k )
i ∈ [ 0, 1 ]，0 ≤∑k=1

#hi p (k )
i ≤ 1，n 指 hi 的个数，#hi 指 hi 中的元素个

数。PIVIHFE hi 的得分函数 S (hi )记为

S (hi ) = 1
2∑k=1

#hi p (k )
i (u (k )-

i + u (k )+
i - v (k )+

i - v (k )-
i ) （1）

精确函数 E (hi )记为

E (hi ) = 1
2∑k=1

#hi p (k )
i (u (k )-

i + u (k )+
i + v (k )+

i + v (k )-
i ) （2）

对 于 任 意 2 个 PIVIHFEs h1 和 h2 有 以 下 比 较 规 则 ：（1）如 果 S (h1 ) < S (h2 )，则 h1 < h2. （2）如 果

S (h1 ) = S (h2 )，①若 E (h1 ) < E (h2 )，则 h1 < h2；②若 E (h1 ) = E (h2 )，则 h1 = h2.
文 章 给 PIVIHFS 中 的 每 个 概 率 区 间 值 直 觉 犹 豫 模 糊 数（PIVIHFN）赋 予 决 策 专 家 权 重 ，进 而 定 义
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WPIVIHFS，此时有如下定义：

定义 3 设 X 是一个非空且有限集合，称 H = {( x, ( [ u-, u+ ] , [ v-, v+ ]), P, ω )|x ∈ X }为 X 上的一个 WPIVIHFS.
P、ω 分 别 为 区 间 直 觉 模 糊 数 { [ u-, u+ ] , [ v-, v+ ] } 发 生 的 概 率 与 决 策 专 家 权 重 ，p ∈ [ 0, 1 ] , ω ∈ [ 0, 1 ]，
u-, u+, v-, v+ ∈ [ 0, 1 ] , u+ + v+ ≤ 1.

定义 4 对于任意一列 WPIVIHFEs h͂i = {(( [ u (k )-
i , u (k )+

i ] , [ v (k )-
i , v (k )+

i ]), p (k )
i , ω (k )

i ) }，h͂i 的加权得分函数记为

S͂ ( h͂i ) = 1
2∑k=1

#hi p (k )
i ω (k )

i (u (k )-
i + u (k )+

i - v (k )+
i - v (k )-

i ) （3）
加权精确函数记为

E͂ ( h͂i ) = 1
2∑k=1

#hi p (k )
i ω (k )

i (u (k )-
i + u (k )+

i + v (k )+
i + v (k )-

i ) （4）
其中，p (k )

i 为区间直觉模糊数 { [ u (k )-
i , u (k )+

i ] , [ v (k )-
i , v (k )+

i ] } 发生的概率，u (k )-
i , u (k )+

i , v (k )-
i ，v (k )+

i ∈ [ 0, 1 ]，u (k )+
i + v (k )+

i ≤ 1，

p (k )
i ∈ [ 0, 1 ]，0 ≤ ∑k=1

#hi p (k )
i ≤ 1，ω (k )

i ∈ [ 0, 1 ]，0 ≤ ∑k=1
#hi ω (k )

i ≤ 1. 对于任意 2 个 WPIVIHFEs h͂1 和 h͂2，有以下比较规

则 ：（1）如 果 S͂ ( h͂1 ) < S͂ ( h͂2 )，则 h͂1 < h͂2. （2）如 果 S͂ ( h͂1 ) = S͂ ( h͂2 )，① 若 E͂ ( h͂1 ) < E͂ ( h͂2 )，则 h͂1 < h͂2；② 若

E͂ ( h͂1 ) = E͂ ( h͂2 )，则 h͂1 = h͂2.
以下面数值为例说明给予 PIVIHFS 中的 PIVIHFN 添加决策专家权重的必要性。

例 1 比较2个PIVIHFEs h1 ={(( [ 0.1, 0.3 ] , [ 0.1, 0.2 ]), 0.4), ( ( [ 0.3, 0.4 ] , [ 0.1, 0.3 ]), 0.6) }，h2 = {(( [ 0.1, 0.4 ] ,
[ 0.1, 0.2 ]), 0.5), ( ( [ 0.2, 0.3 ] , [ 0.1, 0.3 ]), 0.5) }的大小。

解：① 按照定义 2 的比较规则，可分别得 S (h1 ) = 0.11，S (h2 ) = 0.075，即知 h1 > h2.
② 若给予 h1，h2 中分别添加决策专家平均权重，此时有

h͂1 = {(( [ 0.1, 0.3 ] , [ 0.1, 0.2 ]), 0.4, 0.5), ( ( [ 0.3, 0.4 ] , [ 0.1, 0.3 ]), 0.6, 0.5) }
h͂2 = {(( [ 0.1, 0.4 ] , [ 0.1, 0.2 ]), 0.5, 0.5), ( ( [ 0.2, 0.3 ] , [ 0.1, 0.3 ]), 0.5, 0.5) }

按照定义 4 的比较规则，可分别得 S͂ ( h͂1 ) = 0.055，S͂ ( h͂2 ) = 0.0375，即 h͂1 > h͂2.
      ③ 若给予 h1，h2 中不分别添加决策专家平均权重，此时不妨按照如下方法添加

h͂1 = {(( [ 0.1, 0.3 ] , [ 0.1, 0.2 ]), 0.4, 0.7), ( ( [ 0.3, 0.4 ] , [ 0.1, 0.3 ]), 0.6, 0.3) }
h͂2 = {(( [ 0.1, 0.4 ] , [ 0.1, 0.2 ]), 0.5, 0.7), ( ( [ 0.2, 0.3 ] , [ 0.1, 0.3 ]), 0.5, 0.3) }

按照定义 4 的比较规则，可分别得 S͂ ( h͂1 ) = 0.041，S͂ ( h͂2 ) = 0.0425，即知 h͂1 < h͂2.
由①②可知，若对于决策专家没有偏好，即使将决策专家的平均权重注入 PIVIHFS 中，也不会改变 h1 与

h2 的排序，进一步说明了定义 4 排序规则的有效性。由③可知，将决策专家的非平均权重赋予每个 PIVIHFN
后，得到了 h͂1 与 h͂2 相反的排序结果。这说明若决策专家有偏好，决策专家权重在 h1 与 h2 排序过程中起到决

定性作用。考虑在实际决策问题中，针对决策专家的偏好问题时常发生，因而文章对于每个 PIVIHFN 赋予

决策专家权重是必要的。 
1.2 Archimedean 范数与两种算子

目前，大多数研究文献在利用集结算子获取每个方案的综合决策数据信息时，都基于集结算子标准的

四则运算进行。文章集结算子的运算采用 Archimedean 范数（AN）的形式进行。

针对 AN 的表示形式问题，可以利用严格的单调递减加性算子 g: [ 0, 1 ] → [ 0, +∞ ] 表示的 T ( x, y ) =
g-1 ( g ( x ) + g ( y ) ) 来 描 述 标 准 的 Archimedean T- 范 数 ，其 中 g (1) = 0. 同 时 ，也 可 以 依 据 对 偶 原 则 ，采 用

S ( x, y ) = f -1 ( f ( x ) + f ( y ) ) 来刻画标准的 Archimedean S-范数，f ( t ) = g (1 - t )，f ( t ) 为严格的单调递增函数并

且有 f (0 ) = 0.
定义 5 对 于 3 个 WPIVIHFEs  h͂ 、h͂1 、h͂2 ，h͂ = {(( [ u(k )-, u(k )+ ] , [ v(k )-, v(k )+ ]), Pk, ωk ) }，h͂i = {(( [ u (k )-

i , u (k )+
i ] , 

[ v (k )-
i , v (k )+

i ]), Pik, ωik ) }，这里 i = 1, 2，k = 1, 2, ⋯, #h͂，规定 #h͂ = #h͂1 = #h͂2. 定义运算如下

① h͂c = {(( [1 - u(k )+, 1 - u(k )- ] , [1 - v(k )+, 1 - v(k )- ]), Pk, ωk )|k = 1, 2, ⋯, #h͂ }；
② h͂1⊕h͂2 ={(( [ f -1 ( f (u (k )-1 ) + f (u (k )-2 ) ), f -1 ( f (u (k )+1 ) + f (u (k )+2 ) ) ] , [ g-1 ( g ( v (k )-1 ) + g ( v (k )-2 ) ), g-1 ( g ( v (k )+1 ) + g ( v (k )+2 ) ]),

                            - -- -- ----- --p1k + p2k , - -- -- ----- -- --ω1k + ω2k )|- -- -- ----- --p1k + p2k = p1k p2k∑k′=1
#h͂ p1k′ p2k′

, - -- -- ----- -- --ω1k + ω2k = ω1k + ω2k∑k′=1
#h͂ ( ω1k′ + ω2k′ ) , k = 1, 2, ⋯, #h͂ }；
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③ h͂1 ⊗ h͂2 ={(( [ g-1 ( g (u (k )-1 ) + g (u (k )-2 ) ), g-1 ( g (u (k )+1 ) + g (u (k )+2 ) ] , [ f -1 ( f ( v (k )-1 ) + f ( v (k )-2 ) ), f -1 ( f ( v (k )+1 ) + f ( v (k )+2 ) ]),
                              - -- -- ----- --p1k + p2k , - -- -- ----- -- --ω1k + ω2k )|- -- -- ----- --p1k + p2k = p1k p2k∑k′=1

#h͂ p1k′ p2k′
, - -- -- ----- -- --ω1k + ω2k = ω1k + ω2k∑k′=1

#h͂ ( ω1k′ + ω2k′ ) , k = 1, 2, ⋯, #h͂ }；
④ λh͂ = {(( [ f -1 (λf (u(k )- ) ), f -1 (λf (u(k )+ ) ) ] , [ g-1 (λg ( v(k )- ) ), g-1 (λg ( v(k )+ ) ) ]), Pk, ωk )|k = 1, 2, ⋯, #h͂ }；
⑤ h͂λ = {(( [ g-1 (λg (u(k )- ) ), g-1 (λg (u(k )+ ) ) ] , [ f -1 (λf ( v(k )- ) ), f -1 (λf ( v(k )+ ) ) ]), Pk, ωk )|k = 1, 2, ⋯, #h͂ }.
定理1 对于3个WPIVIHFEs h͂、h͂1、h͂2，h͂ = {(( [ u(k )-, u(k )+ ] , [ v(k )-, v(k )+ ]), Pk, ωk ) }，h͂i = {(( [ u (k )-

i , u (k )+
i ] , [ v (k )-

i , v (k )+
i ]), 

Pik, ωik ) }，这里 i = 1, 2, ⋯, n, k = 1, 2, ⋯, #h，规定 #h͂ = #h͂1 = #h͂2，则以下运算成立

① h͂1⊕h͂2 = h͂2⊕h͂1；
②h͂1 ⊗ h͂2 = h͂2 ⊗ h͂1；
③λ( h͂1⊕h͂2 ) = λh͂1⊕λh͂2, λ > 0；

④ λ1 h͂⊕λ2 h͂ = (λ1 + λ2 )h͂, λ1, λ2 > 0；

⑤h͂λ1 ⊗ h͂λ2 = h͂λ1+λ2 , λ1, λ2 > 0；

⑥ h͂λ1 ⊗ h͂λ2 = ( h͂1 ⊗ h͂2 )λ, λ > 0.
设 h͂i ( i = 1, 2, ⋯, 1) 为一列 WPIVIHFEs，对应权重向量 ω = ( ω1, ω2, ⋯, ωi )T，满足 ωi ≥ 0 并且∑

i=1

I

ωi = 1，

h͂i ( i = 1, 2, ⋯, I ) 中的元素数目相等用符合 #h͂i 表示。根据定义 5 的运算法则有

① 加权概率区间值直觉犹豫模糊有序加权平均（WPIVIHFOWA）算子

WPIVIHFOWA ( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) = ⊕
i=1

I

ωi h͂i = {(( [1 - ∏
i=1

I (1 - u (k )-
i )ωi , 1 - ∏

i=1

I (1 - u (k )+
i )ωi ]

                                                      [1 - ∏
i=1

I (1 - v (k )-
i )ωi , 1 - ∏

i=1

I (1 - v (k )+
i )ωi ]), - -- -- ----- --∏i=1

I Pik , - -- -- ----- --∑i=1
I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1

I Pik

                                                  = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′

- -- -- ----- --∑i=1
I ωik = ∑i=1

I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i } （5）

② 加权概率区间值直觉犹豫模糊有序加权几何（WPIVIHFOWG）算子

WPIVIHFOWG ( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) = ⊗
i=1

I

h͂i
ωi = {(( [ ∏

i=1

I (u (k )-
i )ωi , ∏

i=1

I (u (k )+
i )ωi ] , 

                                                      [ ∏
i=1

I ( v (k )-
i )ωi , ∏

i=1

I ( v (k )+
i )ωi ]) - -- -- ----- --∏i=1

I Pik , - -- -- ----- --∑i=1
I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1

I Pik

                                                           = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
, - -- -- ----- --∑i=1

I ωik = ∑i=1
I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i } （6）

1.3 Maclaurin 对称平均算子

定义 6 令 ai ( i = 1, 2, ⋯, n ) 为一组非负实数，且有 r = 1, 2, ⋯, n. 若满足

MSM（r）(a1, a2, ⋯, an ) = [ ∑
1≤i1<⋯<ir≤n

∏
j=1

r

aij
Cr

n ]1
r （7）

则称式（7）为 MSM 算子，这里 i1, i2, ⋯, ir 为 1, 2, ⋯, n 中所有任意组合的一切 r 元组，系数 Cr
n = n!

r!(n - r )! 为二

项式。容易验证 MSM 算子具有以下性质：

①对于任意的 i，若 ai = a ≥ 0，则 MSM（r）(a1, a2, ⋯, an ) = a；

②对于任意的 i，若 0 ≤ ai ≤ bi，则 MSM（r）(a1, a2, ⋯, an ) ≤MSM（r）(b1, b2, ⋯, bn )；
③对于任意的 ai ≥ 0，Min(a1, a2, ⋯, an ) ≤ MSM(r ) ≤ Max [ (a1, a2, ⋯, an ) ].

2 WPIVIHFMSM 算子及其性质

定义 7 设
~
h i ( i = 1,2,…, I ) 为一列 WPIVIHFEs，且 r = 1, 2, ⋯, I，则 WPIVIHFMSM（r）定义如下

WPIVIHFMSM（r）( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) = ( ⊕1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I ⊗
j=1
r

h͂ij
Cr

I ) 1
r  （8）

4
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式（8）中，i1, i2, ⋯, ir 为 1, 2, ⋯, I 中所有任意组合的 r 元组，系数 Cr
I = I!

r!( I - r )!  为二项式。

定理 2 设 h͂i ( i = 1, 2, ⋯, I ) 为一列具有 I 个元素的 WPIVIHFEs，其中所有 WPIVIHFE 的元素数目全部

相等，则采用 WPIVIHFMSM（r）算子对 h͂i ( i = 1, 2, ⋯, I ) 的集成结果仍为 WPIVIHFE，#h͂ 表示 h͂i 中的元素数量。

即有

WPIVIHFMSM（r） ( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I )
                             = {(( [ f -1 ( ∑

1≤i1<⋯<ir≤I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )-
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r f -1 ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ] , 

                                 [ g-1 ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )-
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r g-1 ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ]),  

                                 - -- -- ----- --∏i=1
I Pik , - -- -- ----- --∑i=1

I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1
I Pik

                             = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′

- -- -- ----- --∑i=1
I ωik = ∑i=1

I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i } （9） 

证明 由定义 5 与定义 7 可得

①⊗
j=1
r

h͂ij
= {(( [ g-1 (∑

j=1

r

g (u (k )-
ij

) ), g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ] , [ f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )-
ij

) ), f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ]) - -- -- ----- --∏i=1
I Pik , 

                         - -- -- ----- --∑i=1
I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1

I Pik = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
, - -- -- ----- --∑i=1

I ωik = ∑i=1
I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

② ⊕1≤i1<⋯<ir≤I
⊗
j=1
r

h͂ij
= {(( [ f -1 ( ∑

1 ≤ i1 <⋯ < ir≤ I
f ( g-1 (∑

j=1

r

g (u (k )-
ij

) ) ) ), f -1 ( ∑
1 ≤ i1 <⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) ) ])
                                     [ g-1 ( ∑

1 ≤ i1< ⋯ < ir ≤ I
g ( f -1 (∑

j=1

r

f ( v (k )-
ij

) ) ) ) ), g-1 ( ∑
1≤i1<⋯<ir≤I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) ) ]),

                                     - -- -- ----- --∏i=1
I Pik , - -- -- ----- --∑i=1

I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1
I Pik = ∏i=1

I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
 - -- -- ----- --∑i=1

I ωik

                                 = ∑i=1
I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

③ ( ⊕1 ≤ i1 <⋯< ir ≤ I ⊗
j=1
r

h͂ij
Cr

I ) 1
r = {(( [ f -1 ( ( ∑

1 ≤ i1< ⋯ < ir ≤I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )-
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ),

                                  f -1 ( ( ∑
1 ≤ i1 <⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ) ] [ g-1 ( ( ∑
1 ≤ i1 <⋯ < ir ≤I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )-
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ),

                                         g-1 ( ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ) ]), - -- -- ----- --∏i=1
I Pik , - -- -- ----- --∑i=1

I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1
I Pik

                                                  = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
, - -- -- ----- --∑i=1

I ωik = ∑i=1
I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

以上皆有 k = 1, 2, ⋯, #h͂ij
，由①②③可知，式（9）成立。

对 ∀k = 1, 2, ⋯, #h͂ij
, i = 1, 2, ⋯, I，有 0 ≤ u (k )-

ij
≤ u (k )+

ij
≤ 1, 0 ≤ v (k )-

ij
≤ v (k )+

ij
≤ 1，g ( t ) 和 g-1 ( t ) 均为单调递减函

数，f ( t ) 和 f -1 ( t ) 均为单调递增函数，且满足 f ( t ) = g (1 - t )，故得以下式子

f -1 ( ( ∑
1≤i1<⋯<ir≤I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ) ≥ f -1 ( ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )-
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r )

g-1 ( ( ∑
1≤i1<⋯<ir≤I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ) ≥ g-1 ( ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )-
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r )

5
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又因为 u (k )+
ij

+ v (k )+
ij

≤ 1，即有 u (k )+
ij

≤ 1 - v (k )+
ij

，对 ∀k = 1, 2, ⋯, #h͂ij
, i = 1, 2, ⋯, I，∃f ( v (k )+

ij
) = g (1 - v (k )+

ij
) ≤ g (u (k )+

ij
)，则

f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ≤ f -1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) = 1 - g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) )

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) ≥ g (1 - g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) = f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) )
进一步可得

( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r

                                  ≥ ( ∑
1≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r g-1 ( ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r )

                                  ≤ g-1 ( ( ∑
1≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r )

                                  = 1 - f -1 ( ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r )，

即 g-1 ( ( ∑
1≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

f ( v (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ) + f -1 ( ( ∑
1≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

g (u (k )+
ij

) ) ) Cr
I ) 1

r ) ≤ 1
由以上可知，WPIVIHFMSM（r）算子在对一列 WPIVIHFEs 集成，不会改变 WPIVIHFE 的本质特征，即集成

结果仍为 WPIVIHFE. 综上可知，定理 2 成立。 
WPIVIHFMSM（r）算子具有如下性质：

性质 1（单调性） 设 h͂i、h͂͂ i 为 2 列 WPIVIHFEs，规定 #h͂i = #h͂͂ i，#h͂i 与 #h͂͂ i 分别指 h͂i、h͂͂ i 元素个数。其中 
h͂i = {(( [ u (k )-

i , u (k )+
i ] , [ v (k )-

i , v (k )+
i ]), P͂ik, ῶik )|i = 1, 2, ⋯, I, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

h͂͂ i = {(( [ u͂ (k )-
i , u͂ (k )+

i ] , [ v͂ (k )-
i , v͂ (k )+

i ]), P͂ik, ῶ͂ ik )|i = 1, 2, ⋯, I, k = 1, 2, ⋯, #h͂͂ i }
如果有 u (k )-

i ≥ u͂ (k )-
i ，u (k )+

i ≥ u͂ (k )+
i  ，v (k )-

i ≤ v͂ (k )-
i ，v (k )+

i ≤ v͂ (k )+
i  ，则有 WPIVIHFMSM（r）( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) ≥ WPIVIHFMSM（r）

( h͂͂1, h͂͂2, ⋯, h͂͂ I ).
性质 2（有界性） 设 h͂i 为一系列 WPIVIHFEs，对于 i = 1, 2, ⋯, I，令 

h͂- = -min
i, k h͂i= {(( [ min

i, k u (k )-
i , min

i, k u (k )+
i ] , [ max

i, k v (k )-
i , max

i, k v (k )+
i ]), min

i, k Pik, min
i, k ωik )|k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

h͂+ = +max
i, k h͂i= {(( [ max

i, k u (k )-
i , max

i, k u (k )+
i ] , [ min

i, k v (k )-
i , min

i, k v (k )+
i ]), max

i, k Pik, max
i, k ωik )|k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

则有 h͂-≤WPIVIHFMSM（r）( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) ≤ h͂+.
性质 3（幂等性） 设h͂i为1列WPIVIHFEs，若∀i ∈ {1, 2, ⋯, I }，有h͂i = h͂ = {(( [ u (k )-

i , u (k )+
i ] , [ v (k )-

i , v (k )+
i ]), Pik, ωik )|

i = 1, 2, ⋯, I, k = 1,2, ⋯, #h͂i }，则一定有 WPIVIHFMSM（r）( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) ≤ h͂.
性质 4（置换不变性） 设 h͂i 为一系列 WPIVIHFEs，若 h͂͂ i 是 h͂i = ( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) 中的任意一个置换，则

WPIVIHFMSM（r）( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) =WPIVIHFMSM（r）( h͂͂1, h͂͂2, ⋯, h͂͂ I ).
定理 3 设 h͂i = {(( [ u (k )-

i , u (k )+
i ] , [ v (k )-

i , v (k )+
i ]), Pik, ωik )|i = 1, 2, ⋯, I, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }为一列 WPIVIHFEs，其权

重向量为 ω = ( ω1, ω2, ⋯, ωI )T，满足 ωi ≥ 0 并且∑
i=1

I

ωi = 1. 若
WPIVIHFWMSM（r）( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) = ( ⊕1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I ⊗

j=1
r

h͂ij

ωij Cr
I ) 1

r = {( [ f -1 ( ∑
1≤i1<⋯<ir≤I

f ( g-1 (∑
j=1

r

ωij
g (u (k )-

ij
) ) ) Cr

I ) 1
r ,  

f -1 ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

f ( g-1 (∑
j=1

r

ωij
g (u (k )+

ij
) ) ) Cr

I ) 1
r ] , [ g-1 ( ∑

1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I
g ( f -1 (∑

j=1

r

ωij
f ( v (k )-

ij
) ) ) Cr

I ) 1
r ,  

g-1 ( ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ I

g ( f -1 (∑
j=1

r

ωij
f ( v (k )+

ij
) ) ) Cr

I ) 1
r ]), - -- -- ----- --∏i=1

I Pik , - -- -- ----- --∑i=1
I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1

I Pik = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
, 
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- -- -- ----- --∑i=1
I ωik = ∑i=1

I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i } （10）

则称式（10）为 WPIVIHFWMSM（r）算子。这里 i1, i2, ⋯, ir 为 1, 2, ⋯, I 中所有任意组合的一切 r 元组，系数

Cr
I = I!

r!( I - r )! 为二项式。证明过程与定理 2 完全一致。

WPIVIHFWMSM（r）取不同值时的几种特殊情形如下

① 当 r = 1 时，有

WPIVIHFWMSM（1）( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) = {(( [ f -1 ( ∑
1 ≤ i ≤ I

ωi f (u (k )-
i ) I ), f -1 ( ∑

1 ≤ i ≤ I
ωi f (u (k )+

i ) I ] , [ g-1 ( ∑
1 ≤ i ≤ I

ωi g (u (k )-
i ) I ), 

                                                    g-1 ( ∑
1 ≤ i ≤ I

ωi g (u (k )+
i ) I ) ]), - -- -- ----- --∏i=1

I Pik , - -- -- ----- --∑i=1
I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1

I Pik

                                                = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
, - -- -- ----- --∑i=1

I ωik = ∑i=1
I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

② 当 r = 2 时，有

WPIVIHFWMSM（2） ( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I )
                              = {(( [ f -1 ( ( 2 ∑

1≤i<j≤I

ωi ωj f (u (k )-
i u (k )-

j ) I ( I - 1) ) 1
2 ), f -1 ( ( 2 ∑

1 ≤ i < j ≤ I
ωi ωj f (u (k )+

i u (k )+
j ) I ( I - 1) ) 1

2 ), 

                                 [ g-1 ( ( 2 ∑
1≤i<j≤I

ωi ωj g ( v (k )-
i v (k )-

j I ( I - 1) ) 1
2 ), g-1 ( ( 2 ∑

1 ≤ i < j ≤ I
ωi ωj g ( v (k )-

i v (k )-
j I ( I - 1) ) 1

2 ) ]), 

                                 - -- -- ----- --∏i=1
I Pik , - -- -- ----- --∑i=1

I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1
I Pik = ∏i=1

I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
, - -- -- ----- --∑i=1

I ωik = ∑i=1
I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

③ 当 r = I 时，有

WPIVIHFWMSM（I） ( h͂1, h͂2, ⋯, h͂I ) = {(( [ f -1 ( ∑
1=i1<⋯<ij=I

∏
j=1

I

ωj f (∏
j=1

I

u (k )-
j ) ) 1

I ), f -1 ( ∑
1=i1 < ⋯ < ij=I

∏
j=1

I

ωj f (∏
j=1

I

u (k )+
j ) ) 1

I ] ,  

                                                              [ g-1 ( ∑
1=i1 < ⋯ < ij=I

∏
j=1

I

ωj g (∏
j=1

I

v (k )-
j ) ) 1

I ), g-1 ( ∑
1=i1 < ⋯ < ij=I

∏
j=1

I

ωj g (∏
j=1

I

v (k )+
j ) ) 1

I ) ]),  

                                                                   - -- -- ----- --∏i=1
I Pik , - -- -- ----- --∑i=1

I ωik )|- -- -- ----- --∏i=1
I Pik

                                                                = ∏i=1
I Pik

∑k′=1
#h͂i ∏i′=1

I Pi′k′
, - -- -- ----- --∑i=1

I ωik = ∑i=1
I ωik

∑k′=1
#h͂i ∑i′=1

I ωi′k′
, k = 1, 2, ⋯, #h͂i }

3 决策过程 

在 WPIVIHFS 多属性群 决 策 问 题 中 ，设 备 选 方 案 集 合 A = { a1, a2, ⋯, ai, ⋯, aI } ，测 评 属 性 集 合

G = { g1, g2, ⋯, gj, ⋯gJ }，其权重向量分别为 ω = ( ω1, ω2, ⋯, ωJ )，其中 ωj ≥ 0 并且∑
j=1

J

ωj = 1. 决策专家集合为

Z = { z1, z2, ⋯zt, ⋯, zT }，其权重向量为 ω = ( ω̄1, ω̄2, ⋯, ω̄T )，决策专家组针对备选方案进行测评，进而构建评估

矩阵 H = ( h͂ij )I×J. 具体步骤如下：

步骤 1 根据决策专家组采用 WPIVIHFS 描述的备选方案测评数据信息，构建 WPIVIHFS 决策矩阵

H = ( h͂ij )I×J；

步骤 2 标准化评估矩阵 H = ( h͂ij )I×J. 属性为成本型时，则将 h͂ij 替换为 h͂ij
c，效益型则无需替换；

步骤 3 分别采用式（3）、式（4）、式（10）计算每个方案的综合属性值 F ( a͂i )（计算结果仍为 WPIVIHFE）；

步骤 4 根据 F ( a͂i )计算每个 ai 得分函数值 S͂ ( a͂i )或精确函数值 E͂ ( a͂i )；
步骤 5 利用 S͂ ( a͂i )和 E͂ ( a͂i )对所有方案排序。
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4 案例分析

为了提高城市日处理垃圾能力，给市民提供一个美好的居住环境，同时破解“垃圾围城”现象，实现垃圾

资源化、无害化以及减量化目标，某新一线城市按照“十四五”规划的发展要求，拟在辖区内建造一座日处

理垃圾量为 3000 吨的垃圾焚烧电站。经政府对辖区内土地调研与分析，有 4 个地方可供选择（决策方案

ai ( i = 1, 2, 3, 4)）. 为了科学高效地选择场地，市政府与规划局联合邀请 5 位专家 Z = { z1, z2, ⋯z5 }，从经济因

素、技术因素、自然因素以及社会因素 4 个评价指标 ( gj ( j = 1, 2, 3, 4) ) 来详细评估以上 4 个备选地址。5 位

专家的权重分别为 ω̄1 = 0.10, ω̄2 = 0.15, ω̄3 = 0.25, ω̄4 = 0.30, ω̄5 = 0.20. 4 个评价指标的权重分别为 ω1 = 0.22，

ω2 = 0.20，ω3 = 0.28, ω4 = 0.30. 评价信息以 WPIVIHFS 形式给出（如下所示）。应用文章决策模型优选适合建

垃圾焚烧电站的地址。

a1 g1 = ( [ 0.21, 0.32 ] , [ 0.34, 0.42 ]), 0.40, 0.40 ; ( [ 0.41, 0.46 ] , [ 0.45, 0.51 ]), 0.60, 0.60 ;
a1 g2 = ( [ 0.31, 0.53 ] , [ 0.41, 0.44 ]), 0.40, 0.35 ; ( [ 0.24, 0.42 ] , [ 0.53, 0.55 ]), 0.60, 0.65 ;
a1 g3 = ( [ 0.43, 0.51 ] , [ 0.43, 0.47 ]), 0.40, 0.40 ; ( [ 0.28, 0.46 ] , [ 0.24, 0.38 ]), 0.60, 0.60 ;
a1 g4 = ( [ 0.21, 0.44 ] , [ 0.36, 0.51 ]), 0.60, 0.55 ; ( [ 0.39, 0.48 ] , [ 0.43, 0.52 ]), 0.40, 0.45 ;
a2 g1 = ( [ 0.32, 0.43 ] , [ 0.44, 0.52 ]), 0.40, 0.45 ; ( [ 0.22, 0.49 ] , [ 0.35, 0.51 ]), 0.60, 0.55 ;
a2 g2 = ( [ 0.45, 0.60 ] , [ 0.29, 0.40 ]), 0.40, 0.55 ; ( [ 0.31, 0.51 ] , [ 0.22, 0.44 ]), 0.60, 0.45 ;
a2 g3 = ( [ 0.23, 0.35 ] , [ 0.35, 0.46 ]), 0.40, 0.30 ; ( [ 0.29, 0.42 ] , [ 0.37, 0.45 ]), 0.60, 0.70 ;
a2 g4 = ( [ 0.31, 0.39 ] , [ 0.41, 0.54 ]), 0.60, 0.50 ; ( [ 0.28, 0.48 ] , [ 0.39, 0.46 ]), 0.40, 0.50 ;
a3 g1 = ( [ 0.34, 0.46 ] , [ 0.39, 0.49 ]), 0.40, 0.25 ; ( [ 0.21, 0.34 ] , [ 0.31, 0.46 ]), 0.60, 0.75 ;
a3 g2 = ( [ 0.41, 0.47 ] , [ 0.29, 0.53 ]), 0.60, 0.65 ; ( [ 0.23, 0.35 ] , [ 0.34, 0.55 ]), 0.40, 0.35 ;
a3 g3 = ( [ 0.46, 0.57 ] , [ 0.31, 0.42 ]), 0.60, 0.75 ; ( [ 0.31, 0.45 ] , [ 0.49, 0.55 ]), 0.40, 0.25 ;
a3 g4 = ( [ 0.23, 0.35 ] , [ 0.34, 0.45 ]), 0.40, 0.55 ; ( [ 0.12, 0.24 ] , [ 0.35, 0.46 ]), 0.60, 0.45 ;
a4 g1 = ( [ 0.34, 0.56 ] , [ 0.39, 0.44 ]), 0.40, 0.40 ; ( [ 0.45, 0.57 ] , [ 0.35, 0.39 ]), 0.60, 0.60 ;
a4 g2 = ( [ 0.35, 0.57 ] , [ 0.29, 0.39 ]), 0.40, 0.30 ; ( [ 0.34, 0.56 ] , [ 0.23, 0.44 ]), 0.60, 0.07 ;
a4 g3 = ( [ 0.29, 0.44 ] , [ 0.45, 0.56 ]), 0.40, 0.40 ; ( [ 0.34, 0.56 ] , [ 0.23, 0.34 ]), 0.60, 0.60 ;
a4 g4 = ( [ 0.31, 0.45 ] , [ 0.34, 0.45 ]), 0.60, 0.55 ; ( [ 0.35, 0.46 ] , [ 0.33, 0.49 ]), 0.40, 0.45.
步骤 1 根据决策专家组给予备选地址的评估信息，构建 WPIVIHFS 决策矩阵 H = ( h͂ij )4×4. 
步骤 2 由于经济因素、技术因素、自然因素以及社会因素等皆为效益型，因此决策矩阵 H = ( h͂ij )4×4 中的

评价数据无需进行转换处理。

步骤 3 根据决策专家组给予备选地址的评估信息，利用式（3）、式（4）、式（10）分别计算 4 个备选地址

的综合属性数据信息 F ( a͂i ). 这里选取 g ( t ) = -ln t. 具体计算结果以及比较结果如表 1 所示。

表 1 不同算子下的备选地址排序结果

算子

WPIVIHFOWA
WPIVIHFOWG

WPIVIHFWMSM（1）

WPIVIHFWMSM（2）

WPIVIHFWMSM（3）

WPIVIHFWMSM（4）

a1

-0.0145
-0.0311
-0.0145
-0.0001
-0.0078
-0.0144

a2

0.0400
-0.0359
-0.0198
-0.0010
-0.0028
-0.0145

a3

-0.0212
0.0006

-0.0014
-0.0014
-0.0016
-0.0124

a4

0.0542
0.0561
0.0154
0.0154
0.0135
0.0159

排序结果

a4>a3>a1>a2

a4>a3>a1>a2

 a4>a3>a1>a2

a4>a1>a2>a3

a4>a3>a2>a1

a4>a3>a1>a2

由表 1 可知，基于 3 类算子建立的 6 个决策模型共取得 3 种排序结果。6 个决策模型得到的排序结果皆

认为备选地址 a4 最适合建立垃圾焚烧电站，说明三类算子在对最优方案的选择上具有很好的稳定性。在利

用 WPIVIHFWMSM（r）算子排序备选地址的过程中，当参数 r 取值不同时，排序结果发生了变化。由于其充分

考虑了经济因素、技术因素、自然因素以及社会因素 4 个评价指标之间的相互关系，因此能够从更多角度出
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发对 4 个备选地址排序，进而筛序出更符合客观实际的排序结果。而 WPIVIHFOWA 算子与 WPIVIHFOWG
算子皆是从单个维度对 4 个备选地址排序，在分析排序结果时缺少直观的对比依据。虽然在本案例中取得

了理想的决策效果，但是在实践中能否有效推广还有待进一步检验。

4 结论

文章将决策专家权重注入 PIVIHFS 中定义了 WPIVIHFS. 建立 WPIVIHFOWA 算子与 WPIVIHFOWG 算

子模型，同时将 MSM 算子引入到解决 WPIVIHFS 多属性群决策问题中（将 MSM 算子与 AN 结合，定义

WPIVIHFWMSM（r）算子），并利用建立的三种算子解决某新一线城市建设垃圾焚烧电站选址问题。文章决策

理论与方法具有以下特点：

（1）在 WPIVIHFS 中包含了决策专家的权重，充分体现了每位决策专家的决策作用，因此蕴含的决策信

息更加全面，与 PIVIHFS 相比，基于 WPIVIHFS 理论建立的决策方法适用性更强（文章决策案例中，评价指标

权重采用主观权重，若评价指标采用客观权重或综合权重，则需要利用 WPIVIHFE 决策数据信息计算。由

于 WPIVIHFE 中拥有决策专家权重，与利用 PIVIHFE 决策数据信息计算出的评价指标权重结果相比，这势

必会影响评价指标的权重分配，进而是否会导致决策结果的变化，有待后续的进一步研究）；

（2）文章在原始的评审数据信息中已包含决策专家的权重，因此决策专家的重要性体现在决策全过程

中（一般情况下，决策专家权重只在最后获取方案综合决策值的集成算子中进行体现）；

（3）由 WPIVIHFWMSM（r）算子与 WPIVIHFOWA 算子、WPIVIHFOWG 算子糅合方案综合属性值的过程可

知，WPIVIHFWMSM（r）算子可以多元化分析方案的排序过程，能够兼顾各个决策指标之间的关系，因而

WPIVIHFWMSM（r）算子能够体现更高的决策标准，可以更好地处理多属性群决策问题。

接下来的工作是进一步开展 WPIVIHFS 集成算子和加权犹豫模糊语言术语集的研究，从而更加深入开

展处理 WPIVIHFS 群决策问题的方法研究，为解决 WPIVIHFS 群决策问题提供新思路与新路径。
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Weighted Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant Fuzzy Sets 
Multi-attribute Group Decision Making Method and Its Application

ZHU Guo-cheng1，2，HE Hui-juan1，CHEN Cui-ying1

（1.School of General Education，Guangdong Innovative Technical College，Dongguan，Guangdong，523960，

China；2.International Business School，Jinan University，Zhuhai，Guangdong，519070，China）

Abstract：In order to store more decision information in Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant 
Fuzzy Sets （PIVIHFS） and deal with decision problems more scientifically，a Weighted Probabilistic Interval 
Valued Intuitionistic Hesitant Fuzzy Set （WPIVIHFS） is defined by assigning decision expert weight to each 
Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant Fuzzy Set number in PIVIHFS. The weighted score function 
model and the weighted precision function model of Weighted Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant 
Fuzzy Element（WPIVIHFE） and the size comparison rules of two WPIVIHFE are established. The Weighted 
Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant Fuzzy Ordered Weighted Average（WPIVIHFOWA） operator，
Weighted Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant Fuzzy Ordered Weighted Geometry（WPIVIHFOWG） 
operator and Weighted Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant Fuzzy Weighted Maclaruin Symmetric 
Average （WPIVIHFWMSM） operator models are established. At the same time，the expression form and properties 
of WPIVIHFWMSM operator are studied. Based on the above three operators，a set of decision method is constructed，

and the rationality of WPIVIHFS theory and the feasibility of the decision method are verified by numerical examples.
Keywords：Weighted Probabilistic Interval Valued Intuitionistic Hesitant Fuzzy Set；WPIVIHFWMSM operator；

Weighted score function；Weighted exact function
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