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摘　要：文章研究一类具有乘性噪声的 Hilfer 分数阶随机时滞微分方程的大偏差原理（Large Deviation Principle, LDP）。基于大偏差原

理与 Laplace 原理等价性，利用弱收敛方法，通过验证骨架方程的紧性及扰动系统的收敛性，得到该类方程的 LDP. 文章以金融市场模型为例，

通过数值模拟展示了如何利用 LDP 分析小噪声扰动下系统的渐近行为，验证了理论结果。
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近年来，分数阶微分方程在数学领域受到越来越多的关注。当传统整数阶模型难以捕捉复杂现象时，
分数阶微积分因能进行更细致的分析，而在金融市场［1］、环境科学［2］和工程问题［3］等领域得到了广泛应用。
同时，随机因素的引入使得模型能够更好地描述现实世界中的不确定性和复杂性。

大偏差原理（Large Deviation Principle，LDP）是目前研究的热点问题，其主要探究尾（偏差）事件发生概率
的指数型估计。尽管尾（偏差）事件发生的概率较小，但其产生的影响可能很大。大偏差理论在概率论［4］、信
息论［5］等诸多领域都有重要和深刻的应用。目前相关研究获得了非常丰富的研究结果。Dupuis 等人［6］将随
机控制技术与大偏差的概念相结合，构造了一种弱收敛技术。Budhiraja 等人［7］利用弱收敛方法研究一类由
泊松随机测度驱动的随机偏微分方程的 LDP；Li［8］研究了带跳跃的均值反射随机微分方程的 LDP；Haseena
等人［9］研究具有多重随机性的随机积分微分方程的 LDP；Budhiraja 等人［10］研究一类具有分数布朗噪声的随
机动力系统的 LDP；Hong 等人［11］研究一类受乘性噪声扰动的 McKean-Vlasov 拟线性随机发展方程的 LDP；
Yang 等人［12］对随机时滞微分方程的小时间建立 LDP；Wang 等人［13］研究在局部弱单调性和 Lyapunov 条件的
情形下随机微分方程的 LDP；Jin 等人［14］研究系数满足超线性增长的情形下随机时滞微分方程的 LDP.

上述研究均集中于研究整数阶随机微分方程的 LDP，而分数阶随机微分方程的大偏差研究有关文献较
少。Suvinthra 等人［15］研究非线性分数阶随机积分微分方程的 LDP；Siva 等人［16］研究具有乘性噪声的随机中
立型分数阶泛函微分方程的 LDP；Ranjani 等人［17］对随机分数阶受电弓微分方程建立 LDP. 虽然现在关于分
数阶随机微分方程的研究相当广泛，但对于建立分数阶随机时滞微分方程的 LDP 相对较少。

基于以上讨论，文章考虑如下 Hilfer 分数阶随机时滞微分方程
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Dα, β
0+ X ( )t = b ( )t, X ( )t , X ( )t - τ + σ ( )t, X ( )t , X ( )t - τ dW ( )t

dt , t ∈ J = (0, T ]
X ( )t = ϕ ( )t , t ∈ J' = [ ]-τ, 0
I 1-γ

0+ X ( )0 = ϕ ( )0 , γ = α + β - αβ

（1）

其中，Dα, β
0+ 是 Hilfer 分数阶导数，参数 α ( )0 ≤ α ≤ 1 ，阶数 β ( 1

2 < β < 1)，I 1-γ
0+ 是 Riemann-Liouville（R-L）分数阶
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积分。此外，Borel 可测函数 b：J × ℝ m × ℝ m → ℝ m 和 σ：J × ℝ m × ℝ m → ℝ m×d 是连续的。设 { W ( )t }t∈J 是定

义在完备概率空间 ( )Ω, ℱ, P 上带有 σ-代数流 { Ft }t∈J 的 d 维布朗运动。ϕ ∈ C ( )[ ]-τ, 0 ; ℝ m 表示 [ ]-τ, 0 上给

定的连续函数，τ > 0 为固定常数。

1 预备知识

本节将介绍一些定义、引理和定理。先介绍一些有关 LDP 的定义和结果。为此，设𝔼为 Polish 空间，

{ }Xϵ，ϵ > 0 是一族定义在概率空间 ( )Ω, ℱ, P 上的𝔼-值随机变量。

定义 1［18］（速率函数） 如果函数 I: 𝔼 → [ ]0, +∞ 是下半连续的，则称函数 I 为速率函数。如果对每个

N < ∞，水平集 KN: = { f ∈ 𝔼 : I ( )f ≤ N } 是𝔼的紧子集，则称 I 是好的速率函数。

定义 2［18］（大偏差原理） 令 I 是定义在𝔼上的速率函数。若𝔼-值随机变量族{ Xϵ }满足以下两个条件：

（1）大偏差上界：对于𝔼中的一切闭子集 F
lim
ϵ→0  sup ϵ log P ( )Xϵ ∈ F ≤ -I ( )F

（2）大偏差下界：对于𝔼中的一切开子集 G
lim 
ϵ→0 inf ϵ log P ( )Xϵ ∈ G ≥ -I ( )G

则称{ Xϵ }满足速率函数 I 的 LDP.
定义 3［18］（Laplace 原理） 设 I 是𝔼上的速率函数，如果𝔼上所有的实值有界连续函数 h，都有

lim
ϵ→0  ϵ log E { }exp é

ë
êêêê ù

û
úúúú- 1

ϵ  h ( )Xϵ = - inf 
f∈𝔼 { }h ( )f + I ( )f

则称{ Xϵ }满足速率函数 I 的 Laplace 原理。

根据 Varadhan 引理［19］，给出 LDP 和 Laplace 原理的等价结果。

定理 1［18］ { Xϵ }满足速率函数为 I 的 Laplace 原理，当且仅当{ Xϵ }以相同的速率函数 I 满足 LDP.
接下来给出证明 LDP 所需的一些定义和引理。

定义 4［20］ 考虑连续函数的加权空间

C1-γ ( [ 0,T ]; ℝm ) = { f:(0,T ] → ℝm:x1-γ f ( x ) ∈ C ( [ 0,T ]; ℝm ) } , 0 ≤ 1 - γ < 1
其模为 ‖f‖C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝm ) = sup

x∈ [ 0,T ]
|x1-γ f ( x )|.

定义 5［21］ 如果 X ( )t 满足以下方程

X ( )t =

ì
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tγ-1

Γ ( )γ
ϕ0 + 1

Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 b ( )s, X ( )s , X ( )s - τ ds

                      + 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 σ ( )s, X ( )s , X ( )s - τ dW ( )s , t ∈ J

ϕ ( )t , t ∈ J'

 （2）

则 ℝm-值随机过程 { X ( )t , -τ ≤ t ≤ T }称为系统（1）的解，其中 X ( )t 相对于 t 来说是连续的且 ℱ t 自适应的，

ϕ ( )0 = ϕ0.
为进一步获得所需的结果，假设以下条件成立：

( )A1 对 ∀x1, x2, y1, y2 ∈ ℝm 和 t ∈ J，存在正常数 K1，使得

|| b ( )t, x1, y1 - b ( )t, x2, y2 ∨ || σ ( )t, x1, y1 - σ ( )t, x2, y2 ≤ K1 ( t1-γ|x1 - x2| + ( t - τ ) 1-γ|y1 - y2|)
( )A2  对 x, y ∈ ℝm，t ∈ J，存在正常数 K2，使得

|b ( t,x,y )|2 ∨ |σ ( t,x,y )|2 ≤ K2 2 (1 + |t1-γ x|2 + |( t - τ ) 1-γ y|2 )
2 带有乘性噪声的 LDP

本节考虑与系统（1）有关的具有乘性噪声的 Hilfer 分数阶随机时滞微分方程的 LDP
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ì
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Dα, β
0+ Xϵ ( )t = b ( )t, Xϵ ( )t , Xϵ ( )t - τ + ϵ  σ ( )t, Xϵ ( )t , Xϵ ( )t - τ dW ( )t

dt , t ∈ J

Xϵ ( )t = ϕ ( )t , t ∈ J'

I 1-γ
0+ Xϵ ( )0 = ϕ ( )0 , γ = α + β - αβ

（3）

设 Gϵ:C ( )[ ]0, T ; ℝ d → C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝ m ) 是由 Xϵ ( )⋅ = Gϵ ( )W ( )⋅ 定义的可测映射，其中 Xϵ ( )t 是方程（3）的

解。令

Λ = { }ν:ν 是 ℝ d - 值 ℱ t - 可测过程且 ∫0

T

|| ν ( )s, ω 2
ds < ∞   a.s.

SN = { }ψ ∈ 𝕃2 ( )[ ]0, T ; ℝ d  : ∫0

T

|| ψ ( )s
2
ds ≤ N

其中,ν 取值于 ℝ d 且满足 ℱ t -可测过程，𝕃2 ( )[ ]0, T ; ℝ d 是 [ ]0, T 上所有 ℝ d-值平方可积函数的空间。此外被

赋予弱拓扑的SN 是一个 Polish 空间。定义

ΛN = { }ν ∈ Λ: ν ( )ω ∈ SN P - a.s.
根据 Budhiraja 等人［22］的研究结论，弱收敛方法基于 Laplace 原理和 LDP 之间的等价性。若要证明 LDP

成立，只需证明 Laplace 原理成立即可。当 ϵ → 0，随机变量族{ Xϵ }满足 Laplace 原理的充分条件如下：

假设存在可测映射 G0:C ( )[ ]0, T ; ℝ d → C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝm )，使得以下两个条件成立：

（a）对任意 N < ∞，集合 KN = ì
í
î

ü
ý
þ

G0( )∫0

⋅
ψ ( )s ds :ψ ∈ SN 是 C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝm )的紧子集；

（b）令 { }νϵ:ϵ > 0 ⊂ ΛN， 当 N < ∞ 时，作为一个 SN-值随机变量，νϵ 依分布收敛到 ν，则当 ϵ → 0 时，

Gϵ( )W ( )⋅ + 1
ϵ
∫0

.
νϵ ( )s ds 依分布收敛到 G0( )∫0

.
ν ( )s ds .

定理 2 若（A1）、（A2）、（a）、（b）成立，则{ Xϵ }在 C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝm )上满足 LDP，且具有如下速率函数

I ( )f = inf
ψ∈𝕃 2 ( )[ ]0, T ;ℝ d ,  f=G0( )∫0

.
ψ ( )s ds

{ }1
2 ∫0

T

|| ψ ( )s
2
ds

且 inf ( )∅ = ∞.
为证明该定理，要验证 Laplace 原理成立的充分条件。首先要证明紧性条件（a），引入与方程（3）有关的

骨架方程

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

Dα, β
0+ Zψ ( )t = b ( )t, Zψ ( )t , Zψ ( )t - τ + σ ( )t, Zψ ( )t , Zψ ( )t - τ ψ ( )t , t ∈ J

Zψ ( )t = ϕ ( )t , t ∈ J'

I 1-γ
0+ Zψ ( )0 = ϕ ( )0

（4）

其中，ψ ∈ 𝕃2 ( )[ ]0, T ; ℝ d ，解Zψ 表示为

Zψ ( )t = tγ-1

Γ ( )γ
ϕ0 + 1

Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 b ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ds + 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 σ ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ψ ( )s ds

（5）
引理 1 假设（A2）成立。若 Zψ ( )t 是方程（4）的解，则

sup
0≤u≤t

|u1-γ Zψ (u )|2 ≤ C*

此外，C* 是依赖于 T, γ, K2, β, N, Mϕ 的正常数。

证明 考虑 t1-γ Zψ ( )t ，可以得到

t1-γ Zψ ( t ) = 1
Γ (γ ) ϕ0 + t1-γ

Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1b ( )s, Zψ ( s), Zψ ( s - τ ) ds + t1-γ

Γ ( )β ∫0

t   ( t - s) β-1 σ ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ψ ( )s ds

通过使用初等不等式和 Hölder 不等式以及假设条件（A2），有
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|t1-γ Zψ ( t )|2 ≤ 3
Γ 2 (γ ) |ϕ0|2 + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) ( ∫ t0|( t - s) β-1b ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) )|ds) 2

                       + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) ( ∫ t0|( t - s) β-1 σ ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) ) ψ ( s)|ds) 2

                   ≤ 3
Γ 2 (γ ) |ϕ0|2 + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2|b ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) )|2 ds) ( ∫ t01 ds)
                       + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2|σ ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) )|2 ds) ( ∫ t0|ψ ( s)|2 ds)
                   ≤ 3

Γ 2 (γ ) |ϕ0|2 + 3t3-2γ

Γ 2 ( β ) K 22 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + |( s - τ ) 1-γ Zψ ( s - τ )|2 )ds

                       + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) NK 22 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + |( s - τ ) 1-γ Zψ ( s - τ )|2 )ds

记Mϕ = sup
-τ≤u≤ 0

|ϕ (u )|2. 下面分两种情况讨论：

情形 1：0 < t ≤ τ

对任意 s ∈ [ 0,t ]，有s - τ ≤ 0，故 |( s - τ ) 1-γ Zψ ( s - τ )|2 ≤ Mϕ. 代入得

|t1-γ Zψ ( t )|2 ≤ 3
Γ 2 (γ ) |ϕ0|2 + 3t3-2γ

Γ 2 ( β ) K 22 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + Mϕ )ds

                       + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) NK 22 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + Mϕ )ds

令 M ( t ) = sup
0≤u≤t

|u1-γ Zψ (u )|2，原不等式可整理为

M ( t ) ≤ M1 + M2 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 (1 + Mϕ + M ( s) )ds + M3 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 (1 + Mϕ + M ( s) )ds

≤ ( M1 + M2 (1 + Mϕ ) T 2β-1

2β - 1 + M3 (1 + Mϕ ) T 2β-1

2β - 1 ) + M2 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 M ( s)ds + M3 ∫ t0 ( t - s) 2β-2 M ( s)ds

≤ ( M1 + M2 (1 + Mϕ ) T 2β-1

2β - 1 + M3 (1 + Mϕ ) T 2β-1

2β - 1 ) + ( M2 + M3 )∫ t0 ( t - s) 2β-2 M ( s)ds

其中，M1 = 3
Γ 2 (γ ) |ϕ0|2,M2 = 3K 22 T 3-2γ

Γ 2 ( β ) ,M3 = 3T 2(1-γ )

Γ 2 ( β ) NK 22.应用分数阶 Gronwall 不等式［23］结合 Mittag-Leffler

函数 Ξα ( z ) =∑
k=0

∞ zk

Γ (1 + kα ) . 对所有 t ∈ [ 0,T ]可以得到

sup
0≤u≤t

|u1-γ Zψ (u )|2 ≤ ( 3
Γ2 (γ ) |ϕ0|2 + 3K 22 T 2( β-γ+1)

Γ2 ( β ) (2β - 1) (1 + Mϕ ) + 3K 22 NT 2( β-γ )+1

Γ2 ( β ) (2β - 1) (1 + Mϕ ) )
                                 ×Ξ2β-1 ( 3K 22 T 2( β-γ+1)

Γ2 ( β ) Γ(2β - 1) + 3K 22 NT 2( β-γ )+1

Γ2 ( β ) Γ(2β - 1) )
情形 2：τ < t ≤ T

当0 ≤ s ≤ τ 时，|( s - τ ) 1-γ Zψ ( s - τ )|2 ≤ Mϕ；当τ < s ≤ t时，|( s - τ ) 1-γ Zψ ( s - τ )|2 ≤ M ( s). 于是

|t1-γ Zψ ( t )|2 ≤ 3
Γ 2 (γ ) |ϕ0|2 + 3t3-2γ

Γ 2 ( β ) K 22 ∫τ0 ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + Mϕ )ds

                      + 3t3-2γ

Γ 2 ( β ) K 22 ∫ t
τ ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + |( s - τ ) 1-γ Zψ ( s - τ )|2 )ds

                      + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) NK 22 ∫τ0 ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + Mϕ )ds

                      + 3t2(1-γ )

Γ 2 ( β ) NK 22 ∫ t
τ ( t - s) 2β-2 (1 + |s1-γ Zψ ( s)|2 + |( s - τ ) 1-γ Zψ ( s - τ )|2 )ds

取上确界并整理得
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M ( t ) ≤ M1 + M2 [ ∫τ0 ( t - s) 2β-2 (1 + Mϕ + M ( s) )ds + ∫ t
τ ( t - s) 2β-2 (1 + 2M ( s) )ds ]

              +M3 [ ∫τ0 ( t - s) 2β-2 (1 + Mϕ + M ( s) )ds + ∫ t
τ ( t - s) 2β-2 (1 + 2M ( s) )ds ]

          ≤ M1 + M2
(1 + Mϕ )t2β-1 - Mϕ ( t - τ ) 2β-1

2β - 1 + M3
(1 + Mϕ )t2β-1 - Mϕ ( t - τ ) 2β-1

2β - 1
              +M2 [ ∫τ0 ( t - s) 2β-2 M ( s)ds + 2∫ t

τ ( t - s) 2β-2 M ( s)ds ] + M3 [ ∫τ0 ( t - s) 2β-2 M ( s)ds + 2∫ t
τ ( t - s) 2β-2 M ( s)ds ]

          ≤ ( M1 + M2
T 2β-1

2β - 1 + M3
T 2β-1

2β - 1 ) + (2M2 + 2M3 )∫ t0 ( t - s) 2β-2 M ( s)ds

最后,应用分数阶 Gronwall 不等式, 可得：

sup
0≤u≤t

|u1-γ Zψ (u )|2 ≤ ( 3
Γ 2 (γ ) |ϕ0|2 + 3K 22 T 2( β-γ+1)

Γ 2 ( β ) (2β - 1) + 3K 22 NT 2( β-γ )+1

Γ 2 ( β ) (2β - 1) )
                                ×Ξ2β-1 ( 6K 22 T 2( β-γ+1)

Γ 2 ( β ) Γ (2β - 1) + 6K 22 NT 2( β-γ )+1

Γ 2 ( β ) Γ (2β - 1) )
综合情形 1 和情形 2，对任意 t ∈ [ 0,T ]有 sup

0≤u≤t
|u1-γ Zψ (u )|2 ≤ C*.

引理 2 若存在可测映射 G0:C ( )[ ]0, T ; ℝ d → C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝm )使得

G0 ( )g = ì
í
î

ïï

ïïïï

Zψ，如果g = ∫0

⋅
ψ ( )s ds,  ψ ∈ 𝕃2 ( )[ ]0, T ; ℝ d

0，  其他

则对 ∀ N < ∞，集合 KN = ì
í
î

ü
ý
þ

G0( )∫0

.
ψ ( )s ds :ψ ∈ S  N  是 C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝm )的紧子集。

证明 对于任何序列 ψn ∈ S  N，可以假设在𝕃2 ( )[ ]0, T ; ℝ d 中 ψn 弱收敛于 ψ. 令 Zψn 是方程（4）的解，将 ψ 替

换为 ψn 可得

Zψn ( )t = tγ-1

Γ ( )γ
ϕ0 + 1

Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 b ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ ds

                 + 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 σ ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ ψn ( )s ds
（6）

现在证明：当 n → ∞ 时，Zψn 在 C1-γ ( [ 0,T ] ; ℝm )中收敛于 Zψ. 对于 t ∈ [ ]0, T ，结合式（5）和式（6），有

Zψn ( )t - Zψ ( )t = 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 [ ]b ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ - b ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ds

                                + 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 [ ]σ ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ ψn ( )s - σ ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ψ ( )s ds

                                  = 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 [ ]b ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ - b ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ds

                                     + 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 [ ]σ ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ - σ ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ψn ( )s ds

                                     + 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 σ ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ [ ]ψn ( )s - ψ ( )s ds

                                  = I1 + I2 + I3 （7）
其中

                         I1 = 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 [ ]b ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ - b ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ds

                         I2 = 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 [ ]σ ( )s, Zψn ( )s , Zψn ( )s - τ - σ ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ ψn ( )s ds

                         I3 =  1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 σ ( )s, Zψ ( )s , Zψ ( )s - τ [ ]ψn ( )s - ψ ( )s ds 
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首先，考虑 I1 和 I2，使用假设条件（A1），可得

            
|I1| ≤ 1

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1|b ( s,Zψn ( s),Zψn ( s - τ ) ) - b ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) )|ds

     ≤ K1
Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s1-γ|Zψn ( s) - Zψ ( s)| + ( s - τ ) 1-γ|Zψn ( s - τ ) - Zψ ( s - τ )|)ds

     = K1
Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 s1-γ|Zψn ( s) - Zψ ( s)|ds + K1

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s - τ ) 1-γ|Zψn ( s - τ ) - Zψ ( s - τ )|ds

（8）

           

|I2| ≤ 1
Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1|σ ( s,Zψn ( s),Zψn ( s - τ ) ) - σ ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) )| |ψn ( s)|ds

     ≤ K1
Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s1-γ|Zψn ( s) - Zψ ( s)| + ( s - τ ) 1-γ|Zψn ( s - τ ) - Zψ ( s - τ )|) |ψn ( s)|ds

     = K1
Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 s1-γ|Zψn ( s) - Zψ ( s)| |ψn ( s)|ds + K1

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s - τ ) 1-γ|Zψn ( s - τ )
        -Zψ ( s - τ )| |ψn ( s)|ds

（9）

最后，考虑 I3，利用 Hölder 不等式，假设条件（A2）以及引理 2 有

|I3| ≤ 1
Γ ( β ) ∫0

t

| ( t - s) β-1 σ ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) ) [ ψn ( s) - ψ ( s) ] |ds

    ≤ 1
Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2|σ ( s,Zψ ( s),Zψ ( s - τ ) )|2 ds) 1

2 ( ∫ t0|ψn ( s) - ψ ( s)|2 ds) 1
2

    ≤ K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1  T β-1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ]

（10）

对式（7）取模 || Zψn ( )t - Zψ ( )t ≤ || I1 + || I2 + || I3 ，并将式（8）~式（10）代入，则以下成立

t1-γ|Zψn ( t ) - Zψ ( t )| ≤ K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 s1-γ|Zψn ( s) - Zψ ( s)|ds

                                     + K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s - τ ) 1-γ|Zψn ( s - τ ) - Zψ ( s - τ )|ds

                                     + K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 s1-γ|Zψn ( s) - Zψ ( s)| |ψn ( s)|ds

                                     + K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s - τ ) 1-γ|Zψn ( s - τ ) - Zψ ( s - τ )| |ψn ( s)|ds

                                     + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1  T β-γ+1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ]

令 kn ( t ) = sup
0≤u≤t

u1-γ|Zψn (u ) - Zψ (u )|，下面分两种情况讨论：

情形 1：0 < t ≤ τ

kn ( t ) ≤ K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 kn ( s)ds + K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 kn ( s)|ψn ( s)|ds

             + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ]

        ≤ K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 kn ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t01 ds) 1

2 + K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 kn ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t0|ψn ( s)|2 ds) 1

2

            + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ]

78



陈 娟，等：Hilfer分数阶随机时滞微分方程的大偏差原理

记An ( t ) = kn ( t ) 2，则

An ( t ) ≤ 3K 21 T 2(1-γ ) (T + N )
Γ 2 ( β ) ∫ t0 ( t - s) 2β-2 An ( s)ds + ( K2 3(1 + 2C* )

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ] )2

使用分数阶 Gronwall 不等式得：

kn ( t ) 2 ≤ ( K2 3(1 + 2C* )
Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1

2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ] )2 × Ξ2β-1 ( 3K 21 T 2( β-γ )+1 (T + N )
Γ 2 ( β ) Γ (2β - 1) )

情形 2： τ < t ≤ T

kn ( t ) ≤ 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 kn ( s)ds + 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 kn ( s)|ψn ( s)|ds + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ]

          ≤ 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 kn ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t01 ds) 1

2 + 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 kn ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t0|ψn ( s)|2 ds) 1

2

              + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ]

则

An ( t ) ≤ 12K 21 T 2(1-γ ) (T + N )
Γ 2 ( β ) ∫ t0 ( t - s) 2β-2 An ( s)ds + ( K2 3(1 + 2C* )

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ] )2

使用分数阶 Gronwall 不等式得

kn ( t ) 2 ≤ ( K2 3(1 + 2C* )
Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1

2‖ψn - ψ‖L2 [ 0,T ] )2 × Ξ2β-1 ( 12K 21 T 2( β-γ )+1 (T + N )
Γ 2 ( β ) Γ (2β - 1) )

综合情形 1 和情形 2, 结合上述不等式可得

lim
n→∞

sup
0≤u≤t

u1-γ|Zψn (u ) - Zψ (u )| = 0 （11）
则紧性条件证明完毕。

为了证明收敛性条件 ( )b ，考虑以下扰动随机控制方程

X ϵ
νϵ ( )t  =   tγ-1

Γ ( )γ
ϕ0 + 1

Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 b ( )s, X ϵ
νϵ ( )s , X ϵ

νϵ ( )s - τ ds

                 + 1
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 σ ( )s, X ϵ
νϵ ( )s , X ϵ

νϵ ( )s - τ νϵ ( )s ds

                 + ϵ
Γ ( )β ∫0

t ( )t - s β-1 σ ( )s, X ϵ
νϵ ( )s , X ϵ

νϵ ( )s - τ dW ( )s

（12）

定义 X ϵ
νϵ ( )⋅ = Gϵ( )W ( )⋅ + 1

ϵ
∫0

⋅
νϵ ( )s ds

引理 3 假设（A2）成立。若 X ϵ
νϵ ( )t 是方程（12）的解，则满足以下估计

E ( sup
0≤u≤t

|u1-γ X ϵ
νϵ (u )|2 ) ≤ C'

其中，C'是依赖于 T, γ, K1, β, N, ϵ, Mϕ 的正常数。

证明 该证明步骤与引理 2 的证明逻辑一致，此处证明过程不再赘述。

引理 4 令 { }νϵ ; ϵ > 0 ⊂ ΛN，其中 N < ∞，假设 νϵ 作为 SN-值随机元素依分布收敛到 ν. 当 ϵ → 0 时，则

Gϵ( )W ( )⋅ + 1
ϵ
∫0

⋅
νϵ ( )s ds → G0( )∫0

⋅
ν ( )s ds 依分布收敛。

证明 结合式（5）和式（12）有
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L ( t ) = X ϵ
νϵ ( t ) - Zν ( t )

         = 1
Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1[ ]b ( )s, X ϵ
νϵ ( s), X ϵ

νϵ ( )s - τ - b ( )s, Zν ( s), Zν ( )s - τ ds

             + 1
Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1[ ]σ ( )s, X ϵ
νϵ ( s), X ϵ

νϵ ( )s - τ - σ ( )s, Zν ( s), Zν ( )s - τ νϵ ( s)ds

             + 1
Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1 σ ( )s, Zν ( s), Zν ( )s - τ [ ]νϵ ( s) - ν ( s) ds

             + ϵ
Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1 σ ( )s, X ϵ
νϵ ( s), X ϵ

νϵ ( )s - τ dW ( s)
          = L1 ( t ) + L2 ( t ) + L3 ( t ) + L4 ( t )

其中

                L1 ( t ) = 1
Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1[ ]b ( )s, X ϵ
νϵ ( s), X ϵ

νϵ ( )s - τ - b ( )s, Zν ( s), Zν ( )s - τ ds

                L2 ( t ) = 1
Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1[ ]σ ( )s, X ϵ
νϵ ( s), X ϵ

νϵ ( )s - τ - σ ( )s, Zν ( s), Zν ( )s - τ νϵ ( s)ds

                L3 ( t ) = 1
Γ ( β ) ∫0

t   ( t - s) β-1 σ ( )s, Zν ( s), Zν ( )s - τ [ ]νϵ ( s) - ν ( s) ds

                L4 ( t ) = ϵ
Γ ( )β ∫0

t   ( t - s) β-1 σ ( )s, X ϵ
νϵ ( )s , X ϵ

νϵ ( )s - τ dW ( )s

为了估计 E sup
0≤u≤t

u1-γ|L (u )|，将 L ( )t 分解为 |L ( t )| ≤ |L1 ( t )| + |L2 ( t )| + |L3 ( t )| + |L4 ( t )|，取上确界并取期望

可得
E sup

0≤u≤t
u1-γ|L (u )| ≤ E sup

0≤u≤t
u1-γ|L1 (u )| + E sup

0≤u≤t
u1-γ|L2 (u )| + E sup

0≤u≤t
u1-γ|L3 (u )| + E sup

0≤u≤t
u1-γ|L4 (u )|

首先，考虑 |L1 ( t )| 和 |L2 ( t )|，由假设条件（A1）有

                           
|L1 ( t )| ≤ 1

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1|b ( s,X ϵ
νϵ ( s),X ϵ

νϵ ( s - τ ) ) - b ( s,Zν ( s),Zν ( s - τ ) )|ds

           ≤ K1
Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s1-γ|X ϵ

νϵ ( s) - Zν ( s)| + ( s - τ ) 1-γ|X ϵ
νϵ ( s - τ ) - Zν ( s - τ )|)ds

（13）

                           
|L2 ( t )| ≤ 1

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1| [ σ ( s,X ϵ
νϵ ( s),X ϵ

νϵ ( s - τ ) ) - σ ( s,Zν ( s),Zν ( s - τ ) ) ] νϵ ( s)|ds

           ≤ K1
Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 ( s1-γ|X ϵ

νϵ ( s) - Zν ( s)| + ( s - τ ) 1-γ|X ϵ
νϵ ( s - τ ) - Zν ( s - τ )|)|νϵ ( s)|ds

（14）

其次，考虑 || L3 ( )t ，由 Hölder 不等式以及假设条件（A2），可得

|L3 ( t )| ≤ 1
Γ ( β ) ( ∫ t0|( t - s) β-1 σ ( s,Zν ( s),Zν ( s - τ ) ) (νϵ ( s) - ν ( s) )|ds)

           ≤ 1
Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2|σ ( s,Zν ( s),Zν ( s - τ ) )|2 ds) 1

2 ( ∫ t0|νϵ ( s) - ν ( s)|2 ds) 1
2

           ≤ K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ]

（15）

最后，考虑 E ( sup
0≤u≤t

u1-γ|L4 (u )|)，利用 Burkholder - Davis - Gundy ( B - D - G ) 不等式［24］A2 得

E ( sup
0≤u≤t

u1-γ|L4 (u )|) ≤ ϵ T 1-γ

Γ ( β ) E ( sup
0≤u≤t

|∫u0 (u - s) β-1 σ ( s,X ϵ
νϵ ( s),X ϵ

νϵ ( s - τ ) )dW ( s)|)

                                 ≤ ϵ C
~

T 1-γ

Γ ( β ) E ( ∫0

t

| ( t - s) β-1 σ ( s,X ϵ
νϵ ( s),X ϵ

νϵ ( s - τ ) )|ds)

                                 ≤ ϵ C
~

K2
Γ ( β )

T β-γ+1
2

2β - 1 1 + 2C'

（16）
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其中 C
~

为B-D-G常数。

情形 1：0 < t ≤ τ
令 B ( t ) = E sup

0≤u≤t
u1-γ|X ϵ

νϵ (u ) - Zν (u )|. 因此,根据式（13）~式（16）可以得到

B ( t ) ≤ K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 B ( s)ds + K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 B ( s)|νϵ ( s)|ds

            + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] + ϵ C

~
K2

Γ ( β )
T β-γ+1

2

2β - 1 1 + 2C'

        ≤ K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 B ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t01 ds) 1

2 + K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 B ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t0|νϵ ( s)|2 ds) 1

2

            + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] + ϵ C

~
K2

Γ ( β )
T β-γ+1

2

2β - 1 1 + 2C'

记O ( t ) = B ( t ) 2，则

O ( t ) ≤ 4K 21 T 2(1-γ ) (T + N )
Γ 2 ( β ) ∫ t0 ( t - s) 2β-2O ( s)ds + ( 2K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] )2

              +( 2 ϵ C
~

K2
Γ ( β )

T β-γ+1
2

2β - 1 1 + 2C' ) 2

使用分数阶 Gronwall 不等式并进一步简化, 可得

B ( t ) 2 ≤ [ ( 2K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] )2 + ( 2 ϵ C

~
K2

Γ ( β )
T β-γ+1

2

2β - 1 1 + 2C' ) 2 ]

              ×Ξ2β-1 ( 4K 21 T 2( β-γ )+1 (T + N )
Γ 2 ( β ) Γ (2β - 1) )

情形 2：τ < t ≤ T

B ( t ) ≤ 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 B ( s)ds + 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ∫ t0 ( t - s) β-1 B ( s)|νϵ ( s)|ds

         + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] + ϵ C

~
K2

Γ ( β )
T β-γ+1

2

2β - 1 1 + 2C'

      ≤ 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 B ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t01 ds) 1

2 + 2K1T 1-γ

Γ ( β ) ( ∫ t0 ( t - s) 2β-2 B ( s) 2 ds) 1
2 ( ∫ t0|νϵ ( s)|2 ds)

         + K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] + ϵ C

~
K2

Γ ( β )
T β-γ+1

2

2β - 1 1 + 2C'

则

O ( t ) ≤ 16K 21 T 2(1-γ ) (T + N )
Γ 2 ( β ) ∫ t0 ( t - s) 2β-2O ( s)ds + ( 2K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] )2

              +( 2 ϵ C
~

K2
Γ ( β )

T β-γ+1
2

2β - 1 1 + 2C' ) 2

使用分数阶 Gronwall 不等式并进一步简化，可得 
B ( t ) 2 ≤ [ ( 2K2 1 + 2C*

Γ ( β ) 2β - 1 T β-γ+1
2‖νϵ - ν‖L2 [ 0,T ] )2 + ( 2 ϵ C

~
K2

Γ ( β )
T β-γ+1

2

2β - 1 1 + 2C' ) 2 ]

               ×Ξ2β-1 ( 16K 21 T 2( β-γ )+1 (T + N )
Γ 2 ( β ) Γ (2β - 1) )
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对于任意给定的正数 η > 0，由 Chebyshev 不等式有

P ( sup
u∈ [ 0,t ]

u1-γ|X ϵ
νϵ (u ) - Zν (u )| > η ) ≤ 1

η E ( sup
u∈ [ 0,t ]

u1-γ|X ϵ
νϵ (u ) - Zν (u )|)

当 ϵ → 0 时,νϵ 依分布收敛到 ν. 综合情形 1 和情形 2，lim
ϵ→0 E ( sup

u∈ [ 0,t ]
u1-γ|X ϵ

νϵ (u ) - Zν (u )|) = 0，则

lim
ϵ→0 P ( sup

u∈ [ 0,t ]
u1-γ|X ϵ

νϵ (u ) - Zν (u )| > η ) = 0
由此可见，当 ϵ → 0时，X ϵ

νϵ ( )t 在概率上收敛到 Zν ( )t . 根据概率收敛意味着分布收敛或弱收敛。得出结

论，当 ϵ → 0 时，X ϵ
νϵ ( )t 弱收敛到 Zν ( )t . 因此，收敛性条件证明完毕。

证毕。

注 1 文章选用 Hilfer 分数阶导数，因其具有更广的普适性，当参数 α = 0 时退化为 Caputo 导数，α = 1 时

退化为 Riemann-Liouville 导数。这两类分数阶导数所描述的系统，均可得到大偏差原理。

3 模型应用

本节以金融市场模型为例，展示如何将 Hilfer 分数阶随机时滞微分方程的 LDP 应用于实际系统，分析小

噪声扰动下系统的运行情况。该模型中资产价格 S ( t ) 受随机波动、历史价格的影响，引入分数阶导数捕捉

资产价格的“记忆效应”，并考虑随机噪声与时滞因素，方程形式如下

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

D
1
2 , 340+ Sϵ ( )t = μSϵ ( )t + π2 Sϵ ( )t - 1 + ϵ σ ( )Sϵ ( t ) dW ( t )

dt , t ∈ ( ]0, T
Sϵ ( )t = ϕ ( )t , t ∈ [ ]-1, 0
I 1-γ

0+ Sϵ ( )0 = ϕ (0 ), γ = α + β - αβ

 （17）

其中，Dα, β
0+ ( )α = 1

2，β = 3
4 是 Hilfer 分数阶导数，用于捕捉资产价格的“记忆效应”，即当前价格依赖过去状

态，μ 是预期收益率；π2 是时滞项系数，表示历史价格对当前的影响；σ 是波动率；W ( )t 是标准布朗运动，表示

市场的随机波动；ϵ 表示噪声强度；初始条件为 Sϵ ( )t = ϕ ( )t , t ∈ [ ]-1, 0 表示历史价格区间，其中 ϕ ( )t 是给定

的初始价格函数；Sϵ ( )t - 1 表示资产价格在 t - 1 时刻的值，反映了历史价格对当前价格的影响。

根据 LDP，要探究的是在小噪声 ϵ 的扰动下，资产价格偏离其期望行为的概率。具体来说，即找到一个

速率函数 I (φ )，使得

lim
ϵ→0 ϵ log P (Sϵ ≈ φ ) = -I (φ )

其中，φ 是一个可能的路径，表示资产价格的轨迹。当小噪声 ϵ → 0 时，随机项可以表示为一个“控制函

数”ν ( t )
ν ( t ) = ϵ σ ( )Sϵ ( t ) dW ( t )

dt

通过对两边积分，可以得到控制函数的积分∫0

T

ν2 ( t ) dt. 根据大偏差理论，速率函数 I (φ ) 通常与控制函数的积

分相关。对于 Hilfer 分数阶随机时滞微分方程，速率函数可以表示为

I (φ ) = 1
2 ∫0

T |ν ( t )|2 dt

因此，速率函数 I (φ ) 可以表示为

I (φ ) = 1
2 ∫0

T

|| Dα, β
0+ φ ( t ) - ( )μφ ( t ) + π2 φ ( )t - 1 2

dt

该速率函数意味着路径 φ 如果越偏离由确定性部分 μφ ( t ) + π2 φ ( )t - 1 描述的行为，其出现的概率就越小。

设置系统（17）的参数如下：T = 1，h = 0.001，μ = 0.05，π2 = 0.1，σ = 0.6，ϵ = 0.5，ϕ ( )t =100，t ∈ [ ]-1, 0 . 
通过蒙特卡洛模拟生成的 100 条资产价格路径中，图 1 显示随机路径 S0.5 ( )t（红色虚线）围绕确定性路径（黑

色实线）小幅波动，整体仍受确定性模型主导。图 2 中控制函数能量 ν2 ( t ) 的动态变化揭示了随机扰动强度，

数值越大表明随机项对系统影响越显著，反之则影响减弱。此时的速率函数值为 I (φ ) = 97.9063. 

82



陈 娟，等：Hilfer分数阶随机时滞微分方程的大偏差原理

当 ϵ = 0.5 时，资产价格路径 S0.5 ( )t 围绕确定性路径波动明显。基于 LDP，探讨在小噪声扰动下资产价格

偏离其期望行为的概率，所以设置两个更小的噪声 ε = 0.1、ε = 0.01 来进行研究（其他参数不变）。如图 3

所示，噪声越小（如 ε = 0.01），路径 Sϵ ( )t 越集中于确定性解附近，随机扰动对系统行为的影响越小，甚至与确

定性路径几乎重合。对应的速率函数值分别为 19.5813（ε = 0.1）和 1.9581（ε = 0.01），数值越小表明路径偏

离概率越低，这与 LDP 一致。
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图 1 噪声 ε = 0.5 时的资产价格路径 S ε( )t
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图 2 控制函数能量 ν2 ( t ) 随时间的变化情况
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图 3 资产价格路径 S ε( )t 随时间 t 的变化情况

实验结果证实 LDP，即使噪声较大，随机路径仍与确定性解高度吻合，偏离概率极低。这种稳定性或源

于分数阶导数与时滞项的特性，其动态行为在小概率事件中仍保持稳定，与大偏差预测一致。 
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Abstract：The Alternating Direction Method of Multipliers （ADMM） is one of the important methods for 
solving two-block separable convex optimization problems and has made significant progress in recent years. 
Recently，Wang et al. proposed a Twisted version of the proximal Alternating Direction Method of Multipliers 

（TADMM） to solve multi-block separable problems （involving three or more blocks）. Building on this work，the 
present study introduces two new TADMM variants，and systematically analyzes their convergence behaviors and 
iteration complexities. Finally，these algorithms are implemented to solve LASSO models in the handwritten digit 
recognition problems. Numerical experiments confirm the convergence of all three methods （the original TADMM 
and the two proposed variants） and further demonstrate the first variant proposed herein outperforms the other two 
by a significant margin.

Keywords：Separable convex optimization；Augmented Lagrangian function；Proximal ADMM；Convergence；

Handwritten digit recognition problem
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Large Deviation Principle of Hilfer Fractional Stochastic Delay 
Differential Equation

CHEN Juan，GU Hai-bo*，YAN Yu-tao

（College of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：This paper investigates the Large Deviation Principle (LDP) for a class of Hilfer fractional 
stochastic delay differential equations with multiplicative noise. Based on the equivalence between the LDP and the 
Laplace principle, the weak convergence method is employed to establish the LDP for such equations by verifying 
the compactness of the skeleton equation and the convergence of the perturbed system. A financial market model is 
presented as an example, and numerical simulations are conducted to illustrate how the LDP can be used to analyze 
the asymptotic behavior of the system under small noise perturbations, thereby validating the theoretical results. 

Keywords：Fractional calculus；Stochastic differential equation；Large Deviation Principle；Weak convergence
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