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摘　要：拉回和推出也称为纤维积和纤维余积，是范畴论中两个重要的对偶概念，属于数学中诸多概念的抽象，具有丰富的内涵。文

章在 Riesz 模范畴中研究拉回与推出的存在性和唯一性。首先引入拉回的概念，构造出满足 Riesz 模范畴中拉回概念的一个对象和一对态射，

并证明拉回的存在性和唯一性；对偶地，在 Riesz 模范畴中引入同余关系的概念，在此基础上，运用同余关系作商，定义出了 Riesz 模的商的概

念，再对推出的概念进行定义，构造出满足 Riesz 模范畴中推出概念的一个对象和一对态射，并证明推出的存在性和唯一性。
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1928 年，Riesz［1］首次提出了 Riesz 空间的概念，将格序结构引入到向量空间，并形成了 Riesz 空间的一些

基础理论。戴天佑指出 Riesz 空间是一个实数上的有序向量空间［2］，并将 Riesz 空间理论进一步扩展和完善。

Birkhoff 将格序结构引入到群中，得到了格序群（l-群）的相关概念［3］。Johnson 又将格序结构引入到环中，得

到格序环（l-环）的相关概念［4］。模是域上线性空间概念的推广，并且是代数学中重要的代数结构之一，其重

要性超过了线性空间。因此将格序结构引入到左 R-模中很有必要。在 Riesz 空间的理论基础上，崔晓宇等

人引入了左 R-模上 Riesz 空间的概念，研究了左 R-模上 Riesz 空间的基本性质［5］。谭志航等人将群的基本同

态定理推广到格序环（l-环）与格序模（l-模）中［6］。范畴论从整体上研究空间形式和数量关系的联系与转

化，能够很好地揭示事物的外部特征。在左 R-模上 Riesz 空间的基础上，刘晓芳等人引入了 Riesz 模范畴的概

念，定义了该范畴中的直积和直和［7］。周伟在格序模范畴中证明了 f-张量积的存在性和唯一性［8］。拉回和

推出也称为纤维积和纤维余积，是范畴论中的两个对偶概念，其研究具有重要的意义［9］。文章在 Riesz 模范

畴中研究拉回与推出的性质，分别证明了拉回与推出的存在性和唯一性。

1 预备知识

定义 1［10］ 设 ( L, ≤ )是非空偏序集，若对任意 a,b ∈ L，a与 b的上确界 sup { a,b }与下确界 inf { a,b }都存在并

属于 L，则称偏序集 ( L, ≤ )是一个格，用 a ∨ b，a ∧ b 分别表示 sup { a,b }，inf { a,b }，并且用四元序 ( L, ≤，∧,∨)表示

格，简记为 L. 
定义 2［10］ 设 P ，Q 是 格 ，f:P → Q 是 映 射 ，若 对 任 意 a,b ∈ P ，有 f (a ∨ b) = f (a ) ∨ f (b) ，f (a ∧ b) =

f (a ) ∧ f (b)，则称 f 为格同态。

定义 3［10］ 五元序 (G,+, ≤ ,∧,∨)称为一个 Abel l-群，如果满足下列条件：

（1）(G,+)是一个 Abel 群；

（2）(G, ≤ ,∧,∨)是一个格；
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（3）对任意 a,b,c ∈ G，若 a ≤ b，则 a + c ≤ b + c也称 (G,+, ≤ ,∧,∨)是一个 Abel格序群，也称为 Abel l-群。

定义 4［10］ 如果六元序 ( R,+,⋅, ≤ ,∧,∨)满足下列条件：

（1）( R,+,⋅)是一个具单位元 1R 的环；

（2）( R, ≤ ,∧,∨)是一个格；

（3）相容关系：对任意 r, s, t ∈ R，如果 r ≤ s，t ≥ 0 则 tr ≤ ts 且 rt ≤ st，则称 ( R,+,⋅, ≤ ,∧,∨) 是一个格序环，也

称为 l-环。

注 1 记 R+ = { r ∈ R | r ≥ 0 }，则定义 4 中条件（3）等价于 R+ R+ ⊆ R+.
定义 5［10］ 设 ( R,+,⋅, ≤ ,∧,∨)是一个 l-环，如果 ( M,+, ≤ ,∧,∨)满足下列条件：

（1）( M,+, ≤ ,∧,∨)是 Abel l-群；

（2）相容条件：∀m, n, p ∈ M，∀r ∈ R( r ≥ 0)，如果 m ≤ n，则 rm ≤ rn，则称 ( M,+, ≤ ,∧,∨) 是左 R-模上的

Riesz 空间，也称为格序左 R-模，简称为 Riesz 模，记作 ( M,+, ≤ ).
注 2 记 M+ = { m ∈ M | m ≥ 0 }，则定义 5 中的条件：∀m,n ∈ M，∀r ∈ R ( r ≥ 0)，m ≤ n，r ≥ 0，则 rm ≤ rn 等

价于：∀m ∈ M，∀r ∈ R，m ≥ 0，r ≥ 0，则 rm ≥ 0 等价于：R+ M+ ⊆ M+.
定义 6［10］ 设 ( M,+, ≤ )，(N,+, ≤ ) 是两个 Riesz 模，f 是 ( M,+, ≤ ) 到 (N,+, ≤ ) 的映射，若 f 既是左 R-模同态

又是格同态，则称 f 是由 ( M,+, ≤ )到 (N,+, ≤ )的 Riesz 模同态，记作 f:( M,+, ≤ ) → (N,+, ≤ ).
定义 7［10］ 以 Riesz 模为对象，Riesz 模同态为态射，可构成一个范畴，称之为 Riesz 模范畴。

定义 8［5］ 设 ( M,+, ≤ ) 是一个 Riesz 模，N 是 M 的子集，并且 (N,+) 是 ( M,+) 的子模，(N, ≤ ) 是 ( M, ≤ ) 的子

格，并且 R+N+ ∈ N+，则称 (N,+, ≤ )是 ( M,+, ≤ )的一个子 Riesz 模。

定义 9［11］ 设 M1，M2 都是 R 模，M1 × M2 也是 R 模，称为模 M1 与 M2 的直积，记为 M1 × M2.
定义 10［12］ 设M1，M2 都是R模，M = {( x1, x2 ) | x1 ∈ M1, }x2 ∈ M2 . 规定 ( x1, x2 ) + ( y1, y2 ) = ( x1 + y1, x2 + y2 )，

a ( x1,x2 ) = (ax1,ax2 )，则 M 是一个 R 模，M 称为模 M1 和 M2 的直和，记为 M1⊕M2.
定义 11［13］ 设 θ 是 Riesz 模 ( M,+, ≤ ) 上的一个等价关系，对任意 m,n ∈ ( M,+, ≤ )，m 与 n 具有关系 θ 记作

m ≡ n (modθ ). 如 果 对 任 意 的 m, n, p, q ∈ ( M,+, ≤ ), r ∈ ( R,+ ≤ )，m ≡ p (modθ )，n ≡ q (modθ ) ⇒ m ∨ n (modθ )
≡ p ∨ q (modθ ) 且 m ∧ n (modθ ) ≡ p ∧ q (modθ )，m + n ≡ ( p + q ) (modθ )，rm ≡ rp (modθ ) 则称 θ 是 Riesz 模 ( M,+, ≤ )
上的同余关系，对任意 m ∈ ( M,+, ≤ )，m 所在的等价类记作 m θ，即 m θ = { n ∈ ( M,+, ≤ ) | n ≡ m (modθ ) }，则称

( M,+, ≤ ) θ = { }θ (m ) | m ∈ ( M,+, ≤ ) 为 ( M,+, ≤ )关于同余关系 θ 的商。

定义 12［11］ 在范畴 ℂ 中，φ ∈ Hom ( A, X )，ψ ∈ Hom ( B, X )，{ φ,ψ }的拉回是指一个对象 Y 和一对态射 α，β，

记作 (Y,α, β ). 其中 α ∈ Hom (Y, A)，β ∈ Hom (Y, B ) 使得 φα = ψβ，且对任意的对象 ℤ 及任意的 γ ∈ Hom (Z, A)，
任意的 δ ∈ Hom (Z, B )，当 φγ = ψδ 时，存在唯一的 ξ ∈ Hom (Z, Y ) 使 γ = αξ，δ = βξ（图 1）。

图 1 拉回图

定义 13［11］ 在范畴 ℂ 中，φ ∈ Hom ( X, A)，ψ ∈ Hom ( X, B )，{ φ, ψ }的推出是指一个对象 Y 和一对态射 α，β，

记作 (Y, α, β ). 其中 α ∈ Hom ( A,Y )，β ∈ Hom ( B,Y )，使得 αφ = βψ，且对任意的对象 ℤ 及任意的 γ ∈ Hom ( A, Z )，
任意的 δ ∈ Hom ( B, Z )，当 γφ = δψ 时，存在唯一的 ξ ∈ Hom (Y,Z ) 使 γ = ξα，δ = ξβ（图 2）。
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图 2 推出图

2 主要结果

定 理 1［7］ 设 ( M1,+ , ≤ ) ，( M2,+ , ≤ ) 都 是 Riesz 模 ，( M1 × M2,+ , ≤ ) = ((m1,m2 ) | m1 ∈ ( M1,+ ≤ ) ，

m1 ∈ ( M2,+ ≤ ) )，规定

(m1,m2 ) + (m′1,m′2 ) = (m1 + m′1,m2 + m′2 )
r (m1,m2 ) = ( rm1,rm2 ) ( r ∈ R )

(m1,m2 ) ∨ (m′1,m′2 ) = (m1 ∨ m′1,m2 ∨ m′2 )
(m1,m2 ) ∧ (m′1,m′2 ) = (m1 ∧ m′1,m2 ∧ m′2 )

则 ( M1 × M2,+, ≤ )是一个 Riesz 模。

证明 由文献［11］知，( M1 × M2,+, ≤ )是一个左 R-模。

对任意的 (m1,m2 )，(m′1,m′2 ) ∈ ( M1 × M2,+, ≤ )，有

(m1, m2 ) ∨ (m′1, m′2 ) = (m1 ∨ m′1, m2 ∨ m′2 ) ∈ ( M1 × M2,+, ≤ )
(m1, m2 ) ∧ (m′1, m′2 ) = (m1 ∧ m′1, m2 ∧ m′2 ) ∈ ( M1 × M2,+, ≤ )

故 ( M1 × M2,+, ≤ )是一个格。

对 任 意 的 (m1,m2 )，(m′1,m′2 )，( p1, p2 ) ∈ ( M1 × M2,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )，若 (m1,m2 ) ≤ (m′1,m′2 )，则 (m1,m2 ) +
( p1, p2 ) = (m1 + p1,m2 + p2 ) ≤ (m′1 + p1,m′2 + p2 ) = (m′1, m′2 ) + ( p1, p2 ). 若 (m1,m2 ) ≥ (0,0)，r ≥ 0，则 r (m1,m2 ) =
( rm1,rm2 ) ≥ (0,0). 故满足相容关系，因此 ( M1 × M2,+, ≤ ) 是一个 Riesz 模，所以 ( M1 × M2,+, ≤ ) 为 ( M1,+, ≤ ) 与

( M2,+, ≤ )的直积。

定义 14 设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ ) 都是 Riesz 模，则 ( M1 × M2,+, ≤ ) 也是 Riesz 模，称为 ( M1,+, ≤ ) 与 ( M2,+
,≤ )的直积。

注 3 在 Riesz 模范畴中 ( M1 × M2,+, ≤ ) 是 Riesz 模 ( M1,+, ≤ ) 与 ( M2,+, ≤ ) 的直积就是 Riesz 模 ( M1,+, ≤ ) 与

( M2,+, ≤ )的积。

引理 1 设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ )，( M3,+, ≤ ) 是 Riesz 模，φ 是 ( M1,+, ≤ ) 到 ( M3,+,≤ ) 的 Riesz 模同态，ψ 是

( M2,+, ≤ ) 到 ( M3,+, ≤ ) 的 Riesz 模同态，令 ( M1 × M2,+, ≤ ) 的子集 (N,+, ≤ ) = {(m1,m2 ) | φ (m1 ) = ψ (m2 ) }，则 (N,+
,≤ )是 ( M1 × M2,+, ≤ )的一个子 Riesz 模。

证明 对任意的 (m1,m2 )，(m′1,m′2 ) ∈ (N,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )有 
φ (m1 + m′1 ) = φ (m1 ) + φ (m′1 ) = ψ (m2 ) + ψ (m′2 ) = ψ (m2 + m′2 )

因 此 (m1 + m′1,m2 + m′2 ) ∈ (N,+, ≤ )，又 因 为 (m1,m2 ) + (m′1,m′2 ) = (m1 + m′1,m2 + m′2 )，所 以 (m1,m2 ) + (m′1,m′2 )
∈ (N,+, ≤ ). 因为

φ ( rm1 ) = rφ (m1 ) = rψ (m2 ) = ψ ( rm2 )
所以 ( rm1, rm2 ) ∈ (N,+, ≤ )，即 r (m1,m2 ) ∈ (N,+, ≤ )，故 (N,+, ≤ )是 ( M1 × M2,+, ≤ )的一个子模。

对任意的 (m1,m2 )，(m′1,m′2 ) ∈ (N,+, ≤ )有

φ (m1 ∨ m′1 ) = φ (m1 ) ∨ φ (m′1 ) = ψ (m2 ) ∨ ψ (m′2 ) = ψ (m2 ∨ m′2 )
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φ (m1 ∧ m′1 ) = φ (m1 ) ∧ φ (m′1 ) = ψ (m2 ) ∧ ψ (m′2 ) = ψ (m2 ∧ m′2 )
因 此 (m1 ∨ m′1, m2 ∨ m′2 ) ∈ (N,+, ≤ )， (m1 ∧ m′1, m2 ∧ m′2 ) ∈ (N,+, ≤ ). 又 因 为 (m1, m2 ) ∨ (m′1, m′2 ) =
(m1 ∨ m′1, m2 ∨ m′2 )， (m1, m2 ) ∧ (m′1, m′2 ) = (m1 ∧ m′1, m2 ∧ m′2 )， 即 (m1, m2 ) ∨(m′1, m′2 ) ∈ (N,+, ≤ )， (m1,m2 )
∧(m′1,m′2 ) ∈ (N,+, ≤ )，故 (N,+, ≤ )是 ( M1 × M2,+, ≤ )的一个子格。

对任意的 (m1,m2 )，(m′1, m′2 )，( p1, p2 ) ∈ (N,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )，若 (m1, m2 ) ≤ (m′1, m′2 )，因为 (m1,m2 ) + ( p1, p2 )，
(m′1, m′2 ) + ( p1, p2 ) ∈ (N,+, ≤ ) 所 以 (m1, m2 ) + ( p1, p2 ) ≤ (m′1, m′2 ) + ( p1, p2 ). 若 (m1,m2 ) ≥ (0,0)， r ≥ 0，

(m1,m2 ) ∈ (N,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )，所以 r(m1,m2 ) ≥ 0. 故满足相容关系，因此 (N,+, ≤ ) 是 ( M1 × M2,+, ≤ ) 的一个

子 Riesz 模。

引理 2 设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ ) 是 Riesz 模，(N,+, ≤ ) 是 ( M1 × M2,+, ≤ ) 的子 Riesz 模，α 是 (N,+, ≤ ) 到

( M1,+, ≤ ) 的 映 射 ，β 是 (N,+, ≤ ) 到 ( M2,+, ≤ ) 的 映 射 ，规 定 ：对 ∀(m1,m2 ) ∈ (N,+, ≤ )，α (m1,m2 ) = m1，

β (m1,m2 ) = m2，则 α、 β 是 Riesz 模同态。

证明 对任意的 (m1,m2 )，(m′1,m′2 ) ∈ (N,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )有

α ( (m1,m2 ) + (m′1,m′2 ) ) = α (m1 + m′1,m2 + m′2 ) = m1 + m′1 = α (m1,m2 ) + α (m′1,m′2 )
α ( r (m1,m2 ) ) = α ( rm1,rm2 ) = rm1 = rα (m1,m2 )

故 α 是模同态。

α ( (m1,m2 ) ∨ (m′1,m′2 ) ) = α (m1 ∨ m′1,m2 ∨ m′2 ) = m1 ∨ m′1 = α (m1,m2 ) ∨ α (m′1,m′2 )
α ( (m1,m2 ) ∧ (m′1,m′2 ) ) = α (m1 ∧ m′1,m2 ∧ m′2 ) = m1 ∧ m′1 = α (m1,m2 ) ∧ α (m′1,m′2 )

故 α 是格同态。所以 α 是 Riesz 模 (N,+, ≤ ) 到 Riesz 模 ( M1,+, ≤ ) 的 Riesz 模同态。同理可证 β 是 Riesz 模 (N,+
, M1,+, ≤ )到 Riesz 模 ( M2,+, ≤ )的 Riesz 模同态。

定 理 2 在 Riesz 模范畴中，设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ )，( M3,+, ≤ ) 是 Riesz 模，φ ∈ Hom ( ( M1,+, ≤ ),( M3,+, ≤ ) )，
ψ ∈ Hom ( ( M2,+, ≤ ),( M3,+, ≤ ) )，则 { φ, ψ } 的拉回是 {(N,+, ≤ ), α, β }（图 3），其中 ( M1 × M2,+, ≤ ) 的子 Riesz模

(N,+, ≤ ) = {(m1,m2 ) | φ ( m1 ) = ψ (m2 ) }， α ∈ Hom ( (N,+, ≤ ),( M1,+, ≤ ) )， α (m1,m2 ) = m1， β ∈ Hom ( (N,+, ≤ )，
( M2,+, ≤ ) )，β (m1,m2 ) = m2.

图 3 Riesz模范畴中的拉回图

证明 由于对任意的 (m1,m2 ) ∈ (N,+, ≤ )有

φα (m1,m2 ) = φ (m1 ) = ψ (m2 ) = ψβ (m1,m2 )
所以 φα = ψβ. 设 ( N̂,+, ≤ ) 到 ( M1,+, ≤ ) 的 Riesz 模同态 γ，( N̂,+, ≤ ) 到 ( M2,+, ≤ ) 的 Riesz 模同态 δ 满足 φγ = ψδ. 
令函数 ξ:( N̂,+, ≤ ) → (N,+, ≤ )满足对任意的 x ∈ ( N̂,+, ≤ )，ξ ( x ) = ( δ ( x ),γ ( x ) )，显然有

α ∘ ξ ( x ) = α ( δ ( x ),γ ( x ) ) = γ ( x )，β ∘ ξ ( x ) = β ( δ ( x ),γ ( x ) ) = δ ( x )
对任意的 x, y ∈ ( N̂,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )有

ξ ( x + y ) = ( δ ( x + y ),γ ( x + y ) ) = ( δ ( x ) + δ ( y ),γ ( x ) + γ ( y ) ) = ( δ ( x ),γ ( x ) ) + ( δ ( y ),γ ( y ) ) = ξ ( x ) + ξ ( y )
ξ ( rx ) = ( δ ( rx ),γ ( rx ) ) = ( rδ ( x ),rγ ( x ) ) = r ( δ ( x ),γ ( x ) ) = rξ ( x )

所以 ξ ( x ) 是模同态。又由于

ξ ( x ∨ y ) = (γ ( x ∨ y ),δ ( x ∨ y ) ) = (γ ( x ) ∨ γ ( y ),δ ( x ) ∨ δ ( y ) )
                                                 = ( δ ( x ),γ ( x ) ) ∨ ( δ ( y ),γ ( y ) ) = ξ ( x ) ∨ ξ ( y )
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ξ ( x ∧ y ) = ( δ ( x ∧ y ),γ ( x ∧ y ) ) = ( δ ( x ) ∧ δ ( y ),γ ( x ) ∧ γ ( y ) )
                                                 = ( δ ( x ),γ ( x ) ) ∧ ( δ ( y ),γ ( y ) ) = ξ ( x ) ∧ ξ ( y )

所以 ξ ( x ) 是格同态。因此 ξ ( x ) 是 Riesz 模同态。

下面证明唯一性。假设存在 ξ′:( N̂,+, ≤ ) → (N,+, ≤ )，使得 δ = βξ′，γ = αξ′. 对任意的 x ∈ ( N̂,+, ≤ )有

β ∘ ξ′( x ) = δ ( x ) = β ∘ ξ ( x )，α ∘ ξ′( x ) = γ ( x ) = α ∘ ξ ( x )
又因为 α、 β 是 Riesz 模同态，所以 ξ′ = ξ. 因此{ }(N,+, ≤ ),α, β 是{ φ,ψ }的拉回。

定 理 3 设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ ) 都 是 Riesz 模 ，( M1⊕M2, +, ≤ ) = {m1 + m2| m1 ∈ }( M1,+ ≤ ),m2 ∈ ( M2,+ ≤ ) .
规定

∀m1 + m2,m′1 + m′2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，∀r ∈ ( R,+, ≤ )
(m1 + m2 ) + (m′1 + m′2 ) = (m1 + m′1 ) + (m2 + m′2 )

r (m1 + m2 ) = rm1 + rm2
(m1 + m2 ) ∨ (m′1 + m′2 ) = (m1 ∨ m′1 ) + (m2 ∨ m′2 )
(m1 + m2 ) ∧ (m′1 + m′2 ) = (m1 ∧ m′1 ) + (m2 ∧ m′2 )

则 ( M1⊕M2,+, ≤ )是一个 Riesz 模。

证明 由文献［11］知，( M1⊕M2,+, ≤ )是一个左 R-模。

对任意的 m1 + m2，m′1 + m′2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，有

z (m1 + m2 ) ∨ (m′1 + m′2 ) = (m1 ∨ m′1 ) + (m2 ∨ m′2 ) ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )
(m1 + m2 ) ∧ (m′1 + m′2 ) = (m1 ∧ m′1 ) + (m2 ∧ m′2 ) ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )

故 ( M1⊕M2,+, ≤ )是一个格。

对 任 意 的 m1 + m2，m′1 + m′2，p1 + p2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )，若 m1 + m2 ≤ m′1 + m′2，则 (m1 + m2 )
+( p1 + p2 ) = (m1 + p1,m2 + p2 ) ≤ (m′1 + p1,m′2 + p2 ) = (m′1 + m′2 ) + ( p1 + p2 ). 若m1 + m2 ≥ 0 + 0，r ≥ 0，则r (m1 + m2 )
= rm1 + rm2 ≥ 0 + 0 = 0，故满足相容关系，因此 ( M1⊕M2,+, ≤ )是一个 Riesz 模。

定义 15 设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ ) 都是 Riesz 模，则 ( M1⊕M2,+, ≤ ) 也是 Riesz 模，称为 ( M1,+, ≤ ) 与 ( M2,+
,≤ )的直和。

注 4 在 Riesz 模范畴中 ( M1⊕M2,+, ≤ ) 是 Riesz 模 ( M1,+, ≤ ) 与 ( M2,+, ≤ ) 的直和就是 Riesz 模 ( M1,+, ≤ ) 与

( M2,+, ≤ )的余积。

定义 16 设 θ 是 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ ) 上的一个等价关系，对任意 m1 + m2,n1+n2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，m1 +
m2 与 n1 + n2 具 有 关 系 θ，记 作 m1 + m2 ≡ n1 + n2 (modθ ) . 如 果 对 任 意 的 m1 + m2, n1 + n2, p1 + p2，q1 +
q2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ ), r ∈ ( R,+, ≤ )，当 m1 + m2 ≡ ( p1 + p2 ) (modθ )，n1 + n2 ≡ (q1 + q2 ) (modθ ) 时有

(m1 + m2 ) + (n1 + n2 ) ≡ (( p1 + p2 ) + (q1 + q2 ) ) (modθ )
                                                                 r (m1 + m2 ) ≡ r ( p1 + p2 ) (modθ )

(m1 + m2 ) ∨ (n1 + n2 ) ≡ (( p1 + p2 ) ∨ (q1 + q2 ) ) (modθ )
(m1 + m2 ) ∧ (n1 + n2 ) ≡ (( p1 + p2 ) ∧ (q1 + q2 ) ) (modθ )

则称θ是Riesz模( M1⊕M2,+, ≤ )上的同余关系，称( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ ) = {θ (m1 + m2 ) }| m1 + m2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )
为 ( M1⊕M2,+, ≤ )关于同余关系 θ 的商。

若 定 义 映 射 α:( M1,+, ≤ ) → ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )，β:( M2,+, ≤ ) → ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )，满 足 α(m1 ) =
θ (m1 + 0)，β (m2 ) = θ (0 + m2 )，则称映射 α、 β 为自然映射。

引理 3 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ )上任意多个同余关系的交仍为同余关系。

证明 设 θi( i ∈ I ) 是 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ )上的同余关系，由于 θi 为等价关系，先证⋂θi 是等价关系。

①自 反 性 ：∀m1 + m2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ ) 且 θi( i ∈ I ) 是 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ ) 上 的 同 余 关 系 ，有 (m1 +
m2, m1 + m2 ) ∈ θi，所以 (m1 + m2, m1 + m2 ) ∈ ⋂θi.

②对称性：∀m1 + m2,n1 + n2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，由于 (m1 + m2,n1 + n2 ) ∈ θi，m1 + m2≠ n1 + n2 且 θi ( i ∈ I )
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是 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ )上的同余关系，有 (n1 + n2,m1 + m2 ) ∈ θi 所以

(m1 + m2, n1 + n2 ) ∈ ⋂θi， (n1 + n2,m1 + m2 ) ∈ ⋂θi

③传递性：∀m1 + m2, n1 + n2, p1 + p2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，由于 (m1 + m2,n1 + n2 ) ∈ θi，(n1 + n2, p1 + p2 ) ∈ θi

且 θi ( i∈ I ) 是 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ ) 上的同余关系，有 (m1 + m2, p1 + p2 ) ∈ θi，所以 (m1 + m2, n1 + n2 ) ∈ ⋂θi，

(n1 + n2, p1 + p2 ) ∈ ⋂θi 有 (m1 + m2, p1 + p2 ) ∈ ⋂θi. 因此⋂θi 是 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ )上的等价关系。

下 证 ⋂θi 是 同 余 关 系 ：∀m1 + m2, n1 + n2, p1 + p2, q1 + q2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，r ∈ R，且 (m1 + m2, n1 + n2 )
∈ ⋂θi，( p1 + p2, q1 + q2 ) ∈ ⋂θi，则对于任意的 θi( i ∈ I ) 有，(m1 + m2,n1 + n2 ) ∈ θi，( p1 + p2,q1 + q2 ) ∈ θi，所以有

( (m1 + m2 ) + ( p1 + p2 ), (n1 + n2 ) + (q1 +q2 ) ) ∈ θi， ( r (m1 + m2 ), r (n1 + n2 ) ) ∈ θi， ( (m1 + m2 ) ∨ ( p1 + p2 ),
(n1 + n2 ) ∨ (q1 + q2 ) )∈ θi，( (m1 + m2 ) ∧ ( p1 + p2 ), (n1 + n2 ) ∧ (q1 + q2 ) ) ∈ θi. 因 此 有 ( (m1 + m2 ) + ( p1 + p2 ),
(n1 + n2 ) + (q1 + q2 ) ) ∈ ⋂θi，( r (m1 + m2 ), r (n1 + n2 ) ) ∈ ⋂θi，( (m1 + m2 ) ∨ ( p1 + p2 ), (n1 + n2 ) ∨ (q1 + q2 ) ) ∈ ⋂θi，

( (m1 + m2 ) ∧ ( p1 + p2 )，(n1 + n2 ) ∧ (q1 + q2 ) ) ∈ ⋂θi. 所以⋂θi 是 Riesz 模 ( M1⊕M2,+, ≤ )上的同余关系。

定义 17 设 ( M,+, ≤ ) 是一个 Riesz 模，R ⊆ M × M 是 M 上的一个二元关系，令< R >  = ⋂{ θ | R ⊆ θ，θ 是 M

上的同余关系}，根据引理 3，R 是 M 上的同余关系，称为 R 生成的 M 上的同余关系。

引理 4 设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ ) 是 Riesz 模，令 ( M1⊕M2,+, ≤ ) 关于同余关系 θ 的商 ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ ) =
{θ (m1 + m2 ) | m1 + m2 }∈ ( M1⊕M2,+, ≤ ) ，规定：∀m1 + m2，m′1 + m′2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )有

θ (m1 + m2 ) + θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 + m′1 ) + (m2 + m′2 ) )
rθ (m1 + m2 ) = θ ( rm1 + rm2 )

θ (m1 + m2 ) ∨ θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 ∨ m′1 ) + (m2 ∨ m′2 ) )
θ (m1 + m2 ) ∧ θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 ∧ m′1 ) + (m2 ∧ m′2 ) )

则 ( ( M1⊕M2 ) θ ,+,≤ )是 Riesz 模。

证明 对 ∀m1 + m2,m′1 + m′2,n1 + n2,n′1 + n′2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，满 足 (m1 + m2 ) ∼ (n1 +n2 )，(m′1 + m′2 ) ∼
(n′1 + n′2 )，即 θ (m1 + m2 ) = θ (n1 + n2 )，θ (m′1 + m′2 ) = θ (n′1 + n′2 ). 由于

θ (m1 + m2 ) + θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 + m2 ) + (m′1 + m′2 ) ) = θ ( (n1 + n2 ) + (n′1 + n′2 ) ) = θ (n1 + n2 ) + θ (n′1 + n′2 )
rθ (m1 + m2 ) = θ ( rm1 + rm2 ) = θ ( rn1 + rn2 ) = rθ (n1 + n2 )

θ (m1 + m2 ) ∨ θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 + m2 ) ∨ (m′1 + m′2 ) ) = θ ( (n1 + n2 ) ∨ (n′1 + n′2 ) ) = θ (n1 + n2 ) ∨ θ (n′1 + n′2 )
θ (m1 + m2 ) ∧ θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 + m2 ) ∧ (m′1 + m′2 ) ) = θ ( (n1 + n2 ) ∧ (n′1 + n′2 ) ) = θ (n1 + n2 ) ∧ θ (n′1 + n′2 )
故在 ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )中运算与代表元的选取无关。

对 ∀θ (m1 + m2 ),θ (m′1 + m′2 ),θ (m″1 + m″2 ) ∈ ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )，a,b,r ∈ ( R,+, ≤ )有

θ (m1 + m2 ) + θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 + m′1 ) + (m2 + m′2 ) )∈ ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )
(θ (m1 + m2 ) + θ (m′1 + m′2 ) ) + θ (m″1 + m″2 ) = (θ ( (m1 + m′1 ) + (m2 + m′2 ) ) ) + θ (m″1 + m″2 )
                                                                      = θ ( ( (m1 + m′1 ) + (m″1 ) ) + ((m2 + m′2 ) + (m″2 ) ) )
                                                                      = θ ( ( (m1 ) + (m′1 + m″1 ) ) + ((m2 ) + (m′2 + m″2 ) ) )
                                                                      = θ (m1 + m2 ) + (θ ( (m′1 + m″1 ) + (m′2 + m″2 ) ) )
                                                                      = θ (m1 + m2 ) + (θ (m′1 + m′2 ) + θ (m″1 + m″2 ) )

θ (m1 + m2 ) + θ (0 + 0) = θ ( (m1 + 0) + (m2 + 0) ) = θ ( (0 + m1 ) + (0 + m2 ) )
                                                             = θ (0 + 0) + θ (m1 + m2 ) = θ (m1 + m2 )
θ ( (-m1 ) + (-m2 ) ) + θ (m1 + m2 ) = θ ( (-m1 + m1 ) + (-m2 + m2 ) )
                                                     = θ ( (m1 + (-m1 ) ) + (m2 + (-m2 ) ) ) = θ ( (m1 + (-m1 ) ) + (m2 + (-m2 ) ) )
                                                     = θ (m1 + m2 ) + θ ( (-m1 ) + (-m2 ) ) = θ (0 + 0)

θ (m1 + m2 ) + θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 + m′1 ) + (m2 + m′2 ) ) = θ ( (m′1 + m1 ) + (m′2 + m2 ) ) = θ (m′1 + m′2 ) + θ (m1 + m2 )
故 ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )是一个 Abel 群。

对 ∀θ (m1 + m2 ),θ (m′1 + m′2 ),θ (m″1 + m″2 ) ∈ ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )，a,b,r,1 ∈ ( R,+, ≤ )有
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a (θ (m1 + m2 ) + θ (m′1 + m′2 ) ) = a (θ (m1 + m′1 ) + (m2 + m′2 ) ) = θ ( (a (m1 + m′1 ) ) + (a (m2 + m′2 ) ) )
                                                 = θ ( (am1 + am′1 ) + (am2 + am′2 ) ) = θ (am1 + am2 ) + θ (am′1 + am′2 )
                                                 = aθ (m1 + m2 ) + aθ (m′1 + m′2 )
(a + b) (θ (m1 + m2 ) ) = θ ( ( (a + b) (m1 ) ) + ((a + b) (m2 ) ) ) = θ ( (am1 + bm1 ) + (am2 + bm2 ) )
                                   = θ (am1 + am2 ) + θ (bm1 + bm2 ) = a (θ (m1 + m2 ) ) + b (θ (m1 + m2 ) )

(ab) (θ (m1 + m2 ) ) = θ ( (ab) (m1 ) ) + ((ab) (m2 ) ) ) = θ ( (a (bm1 ) ) + (a (bm2 ) ) )
                                                      = a (θ (bm1 + bm2 ) ) = a (bθ (m1 + m2 ) )

1(θ (m1 + m2 ) ) = θ (1m1 + 1m2 ) ) = θ (m1 + m2 ) )
故 ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )是一个左 R-模。又由于

θ (m1 + m2 ) ∨ θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 ∨ m′1 ) + (m2 ∨ m′2 ) ) = θ ( (m′1 ∨ m1 ) + (m′2 ∨ m2 ) ) = θ (m′1 + m′2 ) ∨ θ (m1 + m2 )
θ (m1 + m2 ) ∨ (θ (m′1 + m′2 ) ∨ θ (m″1 + m″2 ) ) = θ (m1 + m2 ) ∨ (θ (m′1 ∨ m″1 ) + θ (m′2 ∨ m″2 ) )
                                                                      = θ ( ( (m1 ) ∨ (m′1 ∨ m″1 ) ) + ((m2 ) ∨ (m′2 ∨ m″2 ) ) )
                                                                      = θ ( ( (m1 ∨ m′1 ) ∨ m″1 ) + ((m2 ∨ m′2 ) ∨ m″2 ) ) )
                                                                      = (θ ( (m1 ∨ m′1 ) + (m2 ∨ m′2 ) ) ) ∨ θ (m″1 + m″2 )
                                                                      = (θ (m1 + m2 ) ∨ θ (m′1 + m′2 ) ) ∨ θ (m″1 + m″2 )

θ (m1 + m2 ) ∨ θ (m1 + m2 ) = θ ( (m1 ∨ m1 ) + (m2 + m2 ) ) = θ (m1 + m2 )
θ (m1 + m2 ) ∨ (θ (m1 + m2 ) ∧ θ (m′1 + m′2 ) ) = θ (m1 + m2 ) ∨ (θ (m1 ∧ m′1 ) + (m2 ∧ m′2 ) )
                                                                      = θ ( ( (m1 ) ∨ (m1 ∧ m′1 ) ) + ((m2 ) ∨ (m2 ∧ m′2 ) ) )
                                                                      = θ (m1 + m2 )
θ (m1 + m2 ) ∧ θ (m′1 + m′2 ) = θ ( (m1 ∧ m′1 ) + (m2 ∧ m′2 ) ) = θ ( (m′1 ∧ m1 ) + (m′2 ∧ m2 ) )
                                           = θ (m′1 + m′2 ) ∧ θ (m1 + m2 )
θ (m1 + m2 ) ∧ (θ (m′1 + m′2 ) ∧ θ (m″1 + m″2 ) ) = θ (m1 + m2 ) ∧ (θ (m′1 ∧ m″1 ) + θ (m′2 ∧ m″2 ) )
                                                                      = θ ( ( (m1 ) ∧ (m′1 ∧ m″1 ) ) + ((m2 ) ∧ (m′2 ∧ m″2 ) ) )
                                                                      = θ ( ( (m1 ∧ m′1 ) ∧ m″1 ) + ((m2 ∧ m′2 ) ∧ m″2 ) ) )
                                                                      = (θ ( (m1 ∧ m′1 ) + (m2 ∧ m′2 ) ) ) ∧ θ (m″1 + m″2 )
                                                                      = (θ (m1 + m2 ) ∧ θ (m′1 + m′2 ) ) ∧ θ (m″1 + m″2 )

θ (m1 + m2 ) ∧ θ (m1 + m2 ) = θ ( (m1 ∧ m1 ) + (m2 ∧ m2 ) ) = θ (m1 + m2 )
θ (m1 + m2 ) ∧ (θ (m1 + m2 ) ∨ θ (m′1 + m′2 ) ) = θ (m1 + m2 ) ∧ (θ (m1 ∨ m′1 ) + (m2 ∨ m′2 ) )
                                                                      = θ ( ( (m1 ) ∧ (m1 ∨ m′1 ) ) + ((m2 ) ∧ (m2 ∨ m′2 ) ) )
                                                                      = θ (m1 + m2 )

故 ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )是一个格。

对任意的 m1 + m2，m′1 + m′2，p1 + p2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )，若 m1 + m2 ≤ m′1 + m′2，又因为 θ (m1 +
m2 ) + θ ( p1 + p2 )，θ (m′1 + m′2 ) + θ ( p1 + p2 ) ∈ ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )，所以 θ (m1 + m2 ) + θ ( p1 + p2 ) ≤ θ (m′1 + m′2 ) +
 θ ( p1 + p2 ). 若 m1 + m2 ≥ 0 + 0， r ≥ 0， m1 + m2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )， r ∈ ( R,+, ≤ )， 又 因 为 rθ (m1 +
m2 ) ∈ ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )，所以 rθ (m1+m2 ) ≥ 0，故满足同余关系，所以 ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ ) 是一个 Riesz 模。

引 理 5 设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ ) 是 Riesz 模 ，令 Riesz 模 (N,+, ≤ ) = (( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ ) = { θ (m1 + m2 )
|m1 + m2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ ) }，α 是 ( M1,+, ≤ ) 到 (N,+, ≤ ) 的 映 射 ，β 是 ( M2,+, ≤ ) 到 (N,+, ≤ ) 的 映 射 ，规 定 ：

∀m1 ∈ ( M1,+, ≤ )，α (m1 ) = θ (m1 + 0)，∀m2 ∈ ( M2,+, ≤ )，β (m2 ) = θ (0 + m2 )，则 α、β 是 Riesz 模同态。

证明 由于对 ∀m1，m′1∈ ( M1,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )有

α (m1 + m′1 ) = θ ( (m1 + m′1 ) + 0) = θ ( (m1 + 0) + (m′1 + 0) ) = θ (m1 + 0) + θ (m′1 + 0) = α (m1 ) + α (m′1 )
α ( rm1 ) = θ ( rm1 + r0) = rθ (m1 + 0) = rα (m1 )

α (m1 ∨ m′1 ) = θ ( (m1 ∨ m′1 ) + 0) = θ ( (m1 + 0) ∨ (m′1 + 0) ) = θ (m1 + 0) ∨ θ (m′1 + 0) = α (m1 ) ∨ α (m′1 )
α (m1 ∧ m′1 ) = θ ( (m1 ∧ m′1 ) + 0) = θ ( (m1 + 0) ∧ (m′1 + 0) ) = θ (m1 + 0) ∧ θ (m′1 + 0) = α (m1 ) ∧ α (m′1 )
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故 α 是 Riesz 模同态。

又由于 ∀m2，m′2 ∈ ( M2,+, ≤ )，r ∈ ( R,+, ≤ )有

β (m2 + m′2 ) = θ (0 + (m2 + m′2 ) ) = θ ( (0 + m2 ) + (0 + m′2 ) ) = θ (0 + m2 ) + θ (0 + m′2 ) = β (m2 ) + β (m′2 )
β ( rm2 ) = θ (0 + rm2 ) = θ ( r0 + rm2 ) = rθ (0 + m2 ) = rβ (m2 )

β (m2 ∨ m′2 ) = θ (0 + (m2 ∨ m′2 ) ) = θ ( (0 + m2 ) ∨ (0 + m′2 ) ) = θ (0 + m2 ) ∨ θ (0 + m′2 ) = β (m2 ) ∨ β (m′2 )
β (m2 ∧ m′2 ) = θ (0 + (m2 ∧ m′2 ) ) = θ ( (0 + m2 ) ∧ (0 + m′2 ) ) = θ (0 + m2 ) ∧ θ (0 + m′2 ) = β (m2 ) ∧ β (m′2 )

故 β 也是 Riesz 模同态。

定理 4 在 Riesz 模范畴中，设 ( M1,+, ≤ )，( M2,+, ≤ )，( M3,+, ≤ ) 是 Riesz 模，φ ∈ Hom ( ( M3,+, ≤ ),( M1,+, ≤ ) )，
ψ ∈ Hom ( ( M3,+, ≤ ),( M2,+, ≤ ) )，则 { φ, ψ }的推出 {(N,+,≤ ), α, β }（图 4），其中 (N,+, ≤ ) = (( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ ) =
{ θ (m1 + m2 )|m1 + m2 ∈ ( M1⊕ }M2,+, ≤ ) ，θ 是 由 {(φ (m ), ψ (m ) ) |∀ m ∈ ( M3,+, ≤ ) } 生 成 的 同 余 关 系 ，

α ∈ Hom( ( M1,+, ≤ ),(N,+, ≤ ) )， ∀m1 ∈ ( M1,+, ≤ )， α (m1 ) = θ (m1 + 0)， β ∈ Hom ( ( M2,+, ≤ ),(N,+, ≤ ) )，
∀m2 ∈ ( M2,+, ≤ )，β (m2 ) = θ (0 + m2 ).

图 4 Riesz模范畴中的推出图

证明 对任意的 m ∈ ( M3,+, ≤ )有 αφ (m ) = θ (φ (m ) + 0)，βψ (m ) = θ (0 + ψ (m ) )，又因为 ( (φ (m ),ψ (m ) ) ∈ θ，

所以 θ (φ (m ) + 0) = θ (0 + ψ (m ) )，即由 m 的任意性可知：αφ = βψ.
设 ( N̂,+, ≤ ) 是一个 Riesz 模，γ 是 ( M1,+, ≤ ) 到 ( N̂,+, ≤ ) 的 Riesz 模同态，δ 是 ( M2,+, ≤ ) 到 ( N̂,+, ≤ ) 的 Riesz

模 同 态 ，满 足 γφ = δψ. 定 义 ：ξ 是 (N,+, ≤ ) 到 ( N̂,+, ≤ ) 的 映 射 ，规 定 ：对 ∀m1 ∈ M1，m2 ∈ M2，θ (m1 +
m2 ) ∈ ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )，ξ (θ (m1 + m2 ) ) = γ (m1 ) + δ (m2 ).

对 ∀m1 ∈ ( M1,+, ≤ )，m2 ∈ ( M2,+, ≤ )，m1 + m2,m′1 + m′2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )令 θ (m1 + m2 ) = θ (m′1 +m′2 )，由于

ξ (θ (m1 + m2 ) ) = γ (m1 ) + δ (m2 ) = γ (m′1 ) + δ (m′2 ) = ξ (θ (m′1 + m′2 ) )
故 ξ 与代表元的选取无关。

因为对 ∀m1 ∈ ( M1,+, ≤ )，m2 ∈ ( M2,+, ≤ )，θ (m1 + m2 ),θ (m′1 + m′2 ) ∈ ( ( M1⊕M2 ) θ ,+, ≤ )有

ξ (θ (m1 + m2 ) + θ (m′1 + m′2 ) ) = ξ (θ ( (m1 + m′1 ) + (m2 + m′2 ) ) ) = γ (m1 + m′1 ) + δ (m2 + m′2 )
                                                            = (γ (m1 ) + γ (m′1 ) ) + ( δ (m2 ) + δ (m′2 ) )
                                                            = (γ (m1 ) + δ (m2 ) ) + (γ (m′1 ) + δ (m′2 ) )
                                                            = ξ (θ (m1 + m2 ) ) + ξ (θ (m′1 + m′2 ) )

ξ ( rθ (m1 + m2 ) ) = γ ( rm1 ) + δ ( rm2 ) = rγ (m1 ) + rδ (m2 ) = rξ (θ (m1 + m2 ) )
ξ (θ (m1 + m2 ) ∨ θ (m′1 + m′2 ) ) = ξ (θ ( (m1 + m′1 ) ∨ (m2 + m′2 ) ) ) = γ (m1 + m′1 ) ∨ δ (m2 + m′2 )

                                                            = (γ (m1 ) + γ (m′1 ) ) ∨ ( δ (m2 ) + δ (m′2 ) )
                                                            = (γ (m1 ) + δ (m2 ) ) ∨ (γ (m′1 ) + δ (m′2 ) )
                                                            = ξ (θ (m1 + m2 ) ) ∨ ξ (θ (m′1 + m′2 ) )

                    ξ (θ (m1 + m2 ) ∧ θ (m′1 + m′2 ) ) = ξ (θ ( (m1 + m′1 ) ∧ (m2 + m′2 ) ) )
                                                             = γ (m1 + m′1 ) ∧ δ (m2 + m′2 )
                                                             = (γ (m1 ) + γ (m′1 ) ) ∧ ( δ (m2 ) + δ (m′2 ) )
                                                             = (γ (m1 ) + δ (m2 ) ) ∧ (γ (m′1 ) + δ (m′2 ) )
                                                             = ξ (θ (m1 + m2 ) ) ∧ ξ (θ (m′1 + m′2 ) )
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所以 ξ 是 Riesz 模同态。

又 因 为 ξ 是 (N,+ , ≤ ) 到 ( N̂,+ , ≤ ) 的 Riesz 模 同 态 ，且 对 ∀m1 ∈ ( M1,+ , ≤ ), m2 ∈ ( M2,+ , ≤ )，m1 +
m2 ∈ ( M1⊕M2,+, ≤ )，有 ξ (θ (m1 + m2 ) ) = γ (m1 ) + δ (m2 )，显 然 有 ：ξα (m1 ) = ξ (θ (m1 + 0) ) = γ (m1 ) + δ (0 )
= γ (m1 )，ξβ (m2 ) = ξ (θ (0 + m2 ) ) = δ (m2 ) + γ (0 ) = δ (m2 )，由 m1，m2 的任意性可知：ξα = γ，ξβ = δ.

下面验证 ξ 的唯一性。

令 ξ′也是满足条件的 Riesz 模同态，有 ξ′α = γ = ξα，ξ′β = δ = ξβ，又因为 α 和 β 是 Riesz 模同态，所以 ξ = ξ′
得证。因此{ }(N,+, ≤ ), α, β 是{ φ, ψ }的推出。
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Abstract：Pull-back and push-out，also known as fibre product and fibre coproduct，are two important dual 

concepts in category theory，and are abstraction of many concepts in mathematics，with rich connotations. In this 

paper，existence and uniqueness of pull-back and push-out are studied in the category of Riesz modules.Firstly the 

notion of pull-back is introduced by constructing an object and a pair of morphisms that satisfy the notion of 

pull-back in the category of Riesz modules，and prove the existence and uniqueness of pull-back. Dually，the notion 

of congruence relation is introduced in the category of Riesz modules，based on which the notion of quotient of Riesz 

modules is defined by applying the congruence relation as a quotient. Then，the notion of push-out is defined by 

constructing an object and a pair of morphisms that satisfy the notion of push-out in the category of Riesz modules，

and prove the existence and uniqueness of push-out.
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