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摘　要：假设  G 是一个具有点集  V ( )G = { }v1, v2, ⋯, vn 和边集 E (G ) 的连通简单图，矩阵  Q ( )G = D ( )G + A(G ) 被称为图  G 的无符号拉

普拉斯矩阵，其中 D ( )G 和 A(G ) 分别是图  G 的度对角矩阵和邻接矩阵。称矩阵  Q ( )G 的最大特征值为图 G 的无符号拉普拉斯谱半径。图 G 的

补图记为  Gc = ( )V ( )Gc , E ( )Gc ，这里 V ( )Gc = V ( )G  和  E ( )Gc = {xy | x , y ∈ V ( )G , xy ∉ E (G ) }. 文章在给定点连通度且直径大于 3 的图的所有补

图中，确定了无符号拉普拉斯谱半径达到最小时的唯一图。
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假 设  G 是 一 个 具 有 点 集  V ( )G = { }v1, v2, ⋯, vn  和 边 集 E (G ) 的 连 通 简 单 图 , 图 G 的 邻 接 矩 阵 是

 A(G ) = (aij )n × n ，其中，如果  vi 相邻于  vj ，那么  aij = 1，否则  aij = 0. 若两条边存在一个公共顶点，则称这两条边是

相邻的。图G中与顶点 vi 相关联的边的数目称为顶点 vi 的度，记作  dG ( vi ) . 设D (G ) = { dG ( v1 ),dG ( v2 ), ⋯,dG ( vn ) } 
是图  G 的度对角矩阵，矩阵  Q ( )G = D ( )G + A(G ) 被称为图  G 的无符号拉普拉斯矩阵。众所周知，Q ( )G 是

非负的、对称的半正定矩阵，因此它所有的特征值都是实数，并且可以按从大到小进行排序为

q1( )G ≥ q2( )G ≥  ⋯ ≥  qn( )G

其中最大的特征值 q1 (G ) 被称为图 G 的无符号拉普拉斯谱半径。

关于图的无符号拉普拉斯谱半径有很多研究。Fan 等人在所有具有给定悬挂点数的图中，确定了具有

最大的无符号拉普拉斯谱半径的唯一图［1］。Yu 在所有具有给定匹配数的图中，刻画了具有最大的无符号拉

普拉斯谱半径的极图［2］。Zhu 在所有具有给定周长的图中，获得了无符号拉普拉斯谱半径达到最大时的唯

一图［3］。Zhu 在所有具有给定割点的图中，确定了无符号拉普拉斯谱半径达到最大时的唯一图［4］。Li 等人在

所有具有给定某些独立数的连通图中，刻画了无符号拉普拉斯谱半径达到最小时的极图［5］。Xing 等人在所

有具有固定独立数的图中，确定了无符号拉普拉斯谱半径达到最大时的极图［6］。Cui 等人利用度序列给出了

连通简单图的无符号拉普拉斯谱半径的一个上确界［7］。更多关于图的无符号拉普拉斯谱半径的相关结论可

参考文献［8-14］。

G 的补图记为  Gc = ( )V ( )Gc , E ( )Gc ，这里  V ( )Gc = V ( )G  和  E ( )Gc = {xy | x , y ∈ V ( )G , xy ∉ E (G ) }. 关于

补图的相关谱的谱半径的研究相对较少。Liu 等人在所有单圈图的补图中，确定了谱半径达到最大时的极

图［15］。Lin 等人在所有树的补图里，分别刻画出了距离谱半径达到最大和最小时的极图［16］。Chen 等人在所

有直径大于 3 的图的补图中，分别描述出了距离谱半径达到最大和最小时的极图［17］，在所有给定 2 个悬挂点

的图的补图中，分别确定了距离谱半径达到最大和最小时的极图［18］。Li 等人分别在单圈图的补图和树的补
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图中，给出了距离无符号拉普拉斯谱半径达到最大时的极图［19］。Qin 等人在所有单圈图的补图中，确定了距

离谱半径达到最大时的极图［20］。

图 G 的点连通度是从图 G 中删除最少的顶点使得图 G 不连通时的最小顶点数。Ye 等人在所有具有给定

点连通度或者边连通度的图中，刻画了无符号拉普拉斯谱半径达到最大时的极图，并且还讨论了具有固定

连通度的图的最小无符号拉普拉斯谱半径［14］。文章在具有给定点连通度且直径大于 3 的图的所有补图中，

确定了无符号拉普拉斯谱半径达到最小时的唯一图。

1 预备知识

设 Jn 和  In 分别是各项为 1 的  n 阶矩阵和  n 阶单位矩阵。假设  G 是一个具有点集 V ( )G = { }v1, v2,…, vn

的图。注  D ( )G + D ( )Gc = (n - 1) In 和  A ( )G + A ( )Gc = Jn - In，那么容易得到

Q ( )Gc = ( )n - 2 In + Jn - Q ( )G （1）
设 x = { x1,x2, ⋯, xn }T ∈ Rn 是一个向量，其中  x ( )vi = xi ( )1 ≤ i ≤ n . 因此有

xTQ ( )G x = ∑
uv ∈ E ( )G

( )x ( )u + x ( )v
2

（2）
x 是  Q ( )G  关于特征值  q 的一个特征向量当且仅当  x ≠ 0 和每一个顶点  v ∈ V ( )G  都满足特征方程

( )q - dG( )v x ( )v = ∑
u ∈ NG( )v

x ( )u （3）
其中，NG( )v 记为顶点 v 在图 G 中的邻点。

引理 1（Rayleigh-Ritz 定理） 设 A 和  λ( )A  分别是一个  n 阶的实对称矩阵和矩阵  A 的最小特征值，

令 x = { x1, x2, ⋯, xn }T ∈ Rn 是一个向量，那么有

λ( )A ≤ min
x ∈ Rn, ‖x‖ ≠ 0

xT Ax
xT x

等式成立当且仅当 x 是关于 λ( )A 的一个特征向量。

设 v 是图 G 的一个顶点，记  G - v 是从图 G 中删除顶点  v 以及与其相关联的边之后的图。

引理 2［21］ 设  G 是一个 n 阶的图和 v ∈ V ( )G . 那么对于每一个  i = 1, 2, ⋯, n - 1，有

qi + 1( )G - 1 ≤ qi( )G - v ≤ qi( )G

右边等式成立，当且仅当  v 是一个孤立点。

引理 3 假设  G 和  G* 分别是一个至少包含一条边的  n 阶的图和从图  G 里删除一条边之后的图。那

么有

（i）如果  Gc 是连通的，那么  q1( )G*c > q1( )Gc ；

（ii）如果  Gc 是不连通的，那么  q1( )G*c ≥ q1( )Gc .
证明 （i）由于  Gc 是一个连通图，令  x ∈ Rn 是矩阵  Q ( )Gc  关于  q1( )Gc  的一个单位 Perron 向量。也就是

说，向量  x 每一个分量都是正数，并且向量 ‖x‖ = 1. 根据方程（1）和方程（2），有

q1( )Gc = xTQ ( )Gc x = xT( )( )n - 2 In + Jn x - xTQ ( )G x < xT( )( )n - 2 In + Jn x - xTQ ( ) G* x = xTQ ( )G*c x

根据引理 1（Rayleigh-Ritz 定理），可得到 q1( )G*c ≥ xTQ ( )G*c x，因此  q1( )G*c > q1( )Gc  . 
   （ii）结论可以参照（i）类似证明。

2 主要结论

记 Km, n 是具有两个顶点的集合，大小分别为 m 和 n 的完全二部图，其中 1 ≤ m ≤ n. 设  H1 和  H2 是两个顶

点不相交的图。记  H1 ∪ H2 是  H1 和  H2 两个图的顶点不交的不交并集。也就是说，图  H1 ∪  H2 有两个连通

分支，分别为 H1 和 H2. 对于整数 k ≥ 1，记 kK1 是 k 个孤立点。

假设 G 是一个具有给定点连通度 k 的 n 阶连通简单图，令 U 是图 G 的最小点割，那么 ||U = k，1 ≤ k ≤ n - 2. 
设 G1 和 G2 分别是 G - U 所有的连通分支中顶点数最少的那个连通分支和除  G1 以外所有的连通分支的集
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合。令 V (G1 ) = a 和 V (G1 ) = b，那么 a + b + k = n. 首先分别连接在 U、V (G1 ) 和 V (G2 ) 中不相邻的顶点，再连

接  U 和  V (G1 ) 所有的顶点对，最后连接 U 和 V (G2 ) 中所有的顶点对，得到一个图 B1( )a,k,b  . 显然地，图

 B1( )a, k, b = Ka, b ∪ kK1 是不连通的。

从上述图 B1( )a, k, b 的构造和引理 3（ii）可知，q1( )Gc ≥ q1( )B1( )a,k,b c = q1( )Ka,b ∪ kK1 = n - k.
定理 1 假 设 G 是 一 个 具 有 给 定 点 连 通 度 k 的 n 阶 连 通 简 单 图 ，其 中 1 ≤ k ≤ n - 2 . 那 么

q1( )Gc ≥ q1( )Ka,b ∪ kK1 = n - k，其中 a > 0, b > 0, a + b + k = n.
正如以上所讨论的，得到的极图是一个不连通的图。下面将讨论极图是连通时的情况。

图 G 的直径是在图中所有顶点对中距离最远的那对顶点所对应的距离，记为 d ( )G . 如果图 G 的两个顶

点 u 和 v 相邻，记为 u ~ v，否则记为 u ≁ v. 
引理 4 假设 G 是一个简单图，并且 d ( )G ≥ 3，那么 Gc 是连通的。

证明 设  u 和  v 是图  G 的两个顶点。

假设 d ( )G > 3，如果 u ~ v，那么一定存在一个顶点 w ∈ V ( )G ，既不与 u 相邻，也不与 v 相邻。因此在图 Gc

中，存在一条二长路 P2 = uwv. 因此假设 u ≁ v，那么在图  Gc 中就会存在一条边 uw ∈ E ( ) Gc . 
假设 d ( )G = 3. 如果 u ~ v，那么一定存在两个事实。

当图  G 的所有顶点要么和  u 相邻，要么和  v 相邻时，那么在图  G 中一定存在两个顶点 u1, v1 ∈ V ( )G  使
得 u1~ u，v1~ v，u1 ≁ v 和 v1≁ u. 因此在图  Gc 中，存在一条三长路 P3 = u v1 u1 v.

当图 G 中存在一个顶点  w1 ∈ V ( )G  ，使得 w1 ≁ v 和 w1≁ u，那么在图 Gc 中一定存在一条二长路 P2 = u w1 v . 
因此假设 u ≁ v . 那么在图  Gc 中就会存在一条边 uw ∈ E ( ) Gc .

通过上述讨论可知，在图  Gc 中的任意两个顶点都存在一条路与之相连，这说明  Gc 是连通的。

假设  G 是一个具有给定点连通度  k 的  n 阶连通简单图，令  U 是图  G 的最小点割，那么 ||U = k，如果

d ( )G > 3 ，那么 1 ≤ k ≤ n - 2
3 ，并且一定存在一个顶点 v ∈ V ( )G 与 U 中的每个顶点都不相邻。令 G3 是 G - U

的连通分支中包含顶点  v 的那个连通分支，设 G4 ( )≠ G3 和 G5 分别是 G - U 的连通分支中顶点数最少的那个

连通分支和除 G4 之外所有连通分支的集合。显然地，G3 ⊆ G5. 令 V (G4 ) = s 和 V (G5 ) = t，那么 s + t + k = n. 
首先分别连接在 U、V (G4 ) 和 V (G5 ) 中不相邻的顶点，再连接  U 和  V (G4 ) 所有的顶点对，最后连接 U 和  V (G5 )
中除顶点  v 外所有的顶点对，获得一个图 B2( )s, k, t - 1 . 显然地，d ( )B2( )s, k, t - 1 = 3. 通过引理 4 可知，图

Bc2( )s, k, t - 1  是连通的。

从 Bc2( )s, k, t - 1  中删除 U，可获得一个完全二部图 Ks, t. 通过引理 2 可知，q1( )Ks,t < q1( )Bc2( )s,k,t - 1 . 因为

q1( )Ks, t = s + t ，所以 q1( )Bc2( )s, k, t - 1 > s + t. 
定理 2 假 设 G 是 一 个 具 有 给 定 点 连 通 度 k 的 n 阶 连 通 简 单 图 ，并 且 d ( )G > 3 , 那 么 q1( )Gc >

q1( )Bc2( )1, k, n - k - 1 ，其中 1 ≤ k ≤ n - 2
3  . 

证明 根据 图 B2( )s, k, t - 1  的 构 造 和 引 理 3（i），有 q1( )Gc > q1( )Bc2( )s, k, t - 1  . 令 x ∈ Rn 是 矩阵

 Q ( )Bc2( )s, k, t - 1  关于 q1( )Bc2( )s, k, t - 1 的一个单位 Perron 向量。根据图 Bc2( )s, k, t - 1  结构的对称性，在

V (G4 ) 中的所有顶点在向量  x 中对应的分量都为 x1，在 U 中的所有顶点在向量 x 中对应的分量都为  x2 和在

V (G5 ) ∖ { u } 中的所有顶点在向量 x 中对应的分量都为 x3. 令 x ( )v = x4，设 q = q1( )Bc2( )s, k, t - 1  . 那么根据

式（3）有

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

qx1 = tx1 + ( )t - 1 x3 + x4
qx2 = x2 + x4
qx3 = sx1 + sx3
qx4 = sx1 + kx2 + ( )s + k x4
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将上述方程组转化成一个矩阵方程( )qI4 - Qs,t x' = 0，其中 x' = ( x1, x2, x3, x4 )T，

Qs,t =
æ

è

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷
t 0 t - 1 1
0 1 0 1
s 0 s 0
s k 0 s + k

设  ϕs,t( )q = det ( )qI4 - Qs,t ，那么

ϕs,t( )q = q4 + ( )-2s - k - t - 1 q3 + ( )ks + kt + s + st + 2s + t q2 + ( )-ks - s - st q

因此，可以得到

 ϕs,t( )q -  ϕs + 1,t - 1( )q = q (q2 - qs - qt - q + k + s + t )
根据上面的方程，可以获得   ϕs,t( )q -  ϕs + 1,t - 1( )q = 0 的最大根是

θ = s + t + 1 + s2 + 2st + t2 - 4k - 2s - 2t + 1
2

注 q1( )Bc2( )s, k, t - 1 > s + t 和 k = n - s - t，通过计算有

θ - q1( ) Bc2( )s, k, t - 1 < θ - ( )s + t < 0
这说明 ϕs, t( )q - ϕs + 1, t - 1( )q > 0，从而 q1( )Bc2( )s, k, t - 1 < q1( )Bc2( )s + 1, k, t - 1  . 因此有 q1( )Bc2( )s, k, t - 1

≥ q1( )Bc2( )1, k, n - k - 1  根据上述讨论，有 q1( )Gc > q1( )Bc2( )1, k, n - k - 1  . Bc2( )1, k, n - k - 1 的无符号拉普拉

斯谱半径  q1 是如下等式的最大根。

q3 - ( )n - 2 q2 - ( )k - kn + 2k - 2n - 1 q - n = 0
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The Signless Laplacian Spectral Radius of the Complements 
of Graphs with Given Vertex Connectivity

LI Keng，QIU Huan，ZHANG Wei-juan，WANG Guo-ping*

（School of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：Suppose that G is a connected simple graph with the vertex set V ( )G = { }v1, v2, ⋯, vn  and the edge 
set E (G )，the matrix Q ( )G = D ( )G + A(G ) is called the signless Laplacian matrix of the graph G，where D (G ) and 
A(G ) are the degree diagonal matrix and the adjacency matrix of G，respectively, the maximum eigenvalue of 
matrix Q ( )G  is called the signless Laplacian spectral radius of graph G, the complements of G are denoted by 
Gc = ( )V ( )Gc , E ( )Gc ，where V ( )Gc = V ( )G  and E ( )Gc = {xy | x , y ∈ V ( )G , xy ∉ E (G ) }. In this paper，we the 
unique graph is determined that whose signless Laplacian spectral radius is minimum among all complements of 
graphs with given vertex connectivity and diameter greater than three.

Keywords：Signless Laplacian matrix；Signless Laplacian spectral radius；Complements of graphs；Vertex 
connectivity
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