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摘　要：文章利用复微分方程理论和复差分方程理论研究了形式为 ( μf ( z ) + λf '( z ) ) 2 + f ( z ) 2 = P ( z ) 的复微分方程和形式为 ( μf ( z ) +
λf '( z ) ) 2 + f ( z + c ) 2 = P ( z ) 的复微分-差分方程的任意整函数解的存在形式。首先，用 Weierstrass 因式分解定理将两个方程进行分解，计算出

f ( z ) 和μf ( z ) + λf '( z ) 的具体形式；其次，对因式分解后产生的指数 h ( z ) 进行讨论，分为 h ( z ) 为常数和 h ( z ) 为非常数整函数两种情形；最后，研

究每一种情形下整函数解中各个变量之间的关系。文章得到了两个关于 Fermat 型方程的整函数解的存在形式，在一定范围内推广和改进了

前人的结论。
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假定熟悉 Nevanlinna 值分布理论中的记号［1-4］，例如亚纯函数 f ( z ) 的特征函数记为T ( r, f )，f ( z ) 的极点的

计数函数记为N ( r, f ). 1966 年 Gross［5］在前人研究的基础上证得 Fermat 型方程 f ( z ) 2 + g ( z ) 2 = 1 的整函数解

必型如 f ( z ) = sin (h ( z ) ) 和 g ( z ) = cos (h ( z ) )，其中 h ( z ) 是整函数。此后几十年，在广大数学工作者的探索下，

关于 Fermat型方程的解的问题得到了具有深远意义的推广。Yang等人［6］和 Liu等人［7］分别于 2004年和 2012年

考虑微分形式和差分形式的 Fermat 型方程，研究了 Fermat 型复微分-差分方程的解的形式和解的性质。

近年来，复微分-差分方程解的存在性和存在形式成为许多数学工作者研究的热点问题，并取得了丰富的

研究成果［8-14］。但是，在 2020 年以前大多数学者得到的 Fermat 型复微分-差分方程的整函数解是有限

级解［15-17］。
2020 年，徐玲等人［18］考虑 Fermat 型复微分差分方程的整函数解，研究了方程

f ' ( z ) 2 + f ( z ) 2 = P ( z ) （1）
f ( z ) 2 + f ( z + c ) 2 = P ( z ) （2）
f ' ( z ) 2 + f ( z + c ) 2 = P ( z ) （3）

的任意整函数解的存在形式，证明了以下三个定理。

定理 1 设 f ( z ) 是复微分方程（1）的任意整函数解，且P ( z ) 为非零多项式，则必有解 f ( z ) 满足

f ( z ) = P1 ( z )eh ( z ) - P2 ( z )e-h ( z )

2i
其中P ( z ) = P1 ( z )P2 ( z )，P1 ( z ) 和P2 ( z ) 是多项式，且P ( z ) 与h ( z ) 仅满足以下两种情形之一：

（1）当h ( z ) 为常数时，则 [ P'1 ( z ) - iP1 ( z ) ] e2h ≡ P'2 ( z ) + iP2 ( z )；
（2）当h ( z ) 为非常数的整函数时，则P ( z )，P1 ( z )，P2 ( z ) 恒为常数，且h ( z ) ≡ iz + A，这里A为常数。

定理 2 设 f ( z ) 是复差分方程（2）的任意整函数解，且P ( z ) 为非零多项式，c为非零复数，则必有解

f ( z ) 满足 f ( z ) = P1 ( z )eh ( z ) + P2 ( z )e-h ( z )
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其中P ( z ) = P1 ( z )P2 ( z )，这里P1 ( z ) 和P2 ( z ) 是多项式，且P ( z ) 与h ( z ) 仅满足以下两种情形之一：

（1）当h ( z ) 为常数时，则 iP2 ( z - c ) - P2 ( z ) ≡ [ P1 ( z ) + iP1 ( z - c ) ] e2h；

（2）当h ( z ) 为非常数的整函数时，则P ( z ) 恒为常数，且h ( z ) 满足 eh ( z - c) + h ( z ) ≡ i P2
P1

 或 eh ( z ) - h ( z - c) ≡ -i.
定理 3 设 f ( z ) 是复微分-差分方程（3）的任意整函数解，且P ( z ) 为非零多项式，c为非零复数，则必有

解 f ( z ) 满足

f ( z ) = P1 ( z - c )eh ( z - c) + P2 ( z - c )e-h ( z - c)

2i
其中P ( z ) = P1 ( z )P2 ( z )，这里P1 ( z ) 和P2 ( z ) 是多项式，且P ( z ) 与h ( z ) 仅满足以下两种情形之一：

（1）当h ( z ) 为常数时，则 [ P'1 ( z ) - iP1 ( z + c ) ] e2h ≡ P'2 ( z ) + iP2 ( z + c )；
（2）当h ( z ) 为非常数的整函数时，h ( z ) ≡ ±iz + B，c = kπ，这里B为常数，k为任意整数。

2022 年，方成鸿等人［19］研究复微分-差分方程
[ λf ' ( z ) + μf ( z ) ]2 + [ αf ( z + c ) ]2 = 1

的有限级整函数解，在λ ≠ 0，α ≠ 0 的情况下得到下述定理：

定理 4 设 f ( z ) 是复微分-差分方程 [ λf ' ( z ) + μf ( z ) ]2 + [ αf ( z + c ) ]2 = 1 的有限级整函数解，则

（1）若 f ( z ) 是有限级超越整函数，那么

f ( z ) = eaz + b

2( μ + λa ) + e-az - b

2( μ - λa )
其中a = ± μ2 - α2

λ ，c = 1
a ( ln λa + μ

αi + 2kπi )，b是常数，k是整数；

（2）若 f ( z ) 是多项式，那么只有常数解 f ( z ) = ± 1
μ2 + α2

.

1 主要结论

结合上述定理，考虑如下形式的 Fermat 型复微分差分方程的任意整函数解的存在形式：
( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z ) 2 = P ( z )

( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z + c ) 2 = P ( z )
其中λ，c为非零常数，μ为常数，得到定理 5 和定理 6.

定理 5 设P ( z ) 为非零多项式，则方程 ( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z ) 2 = P ( z ) 的任意整函数解必形如

f ( z ) = P1 ( z )eh ( z ) - P2 ( z )e-h ( z )

2i
其中P ( z ) = P1 ( z )P2 ( z )，P1 ( z ) 和P2 ( z ) 是非零多项式，且P ( z ) 与h ( z ) 满足下述两种情形：

（1）当h ( z ) 是常数时，则 [ ( i - μ )P1 ( z ) - λP'1 ( z ) ] e2h = ( i + μ )P2 ( z ) - λP'2 ( z )；
（2）当h ( z ) 为非常数整函数时，P ( z ) 恒为常数，且μ = 0，h ( z ) = i

λ z + B，B为常数。

定理 6 设P ( z ) 为非零多项式，则方程 ( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z + c ) 2 = P ( z ) 的任意整函数解必形如

f ( z ) = P1 ( z - c )eh ( z - c) - P2 ( z - c )e-h ( z - c)

2i
其中P ( z ) = P1 ( z )P2 ( z )，P1 ( z ) 和P2 ( z ) 是非零多项式，且P ( z ) 与h ( z ) 满足下述两种情形：

（1）当h ( z ) 为常数时，则

[ λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) - iP1 ( z + c ) ] e2h = iP2 ( z + c ) + μP2 ( z ) + λP'2 ( z )；
（2）当h ( z ) 为非常数整函数时，则

（i）若h ( z ) = μ2 - 1
λ z + b，那么 c = λ ln (-i μ2 - 1 - iμ ) + 2λkπi

μ2 - 1 ，其中 b为常数，k为整数；

（ii）若h ( z ) = - μ2 - 1
λ z + b，那么 c = - λ ln ( i μ2 - 1 - iμ ) + 2λkπi

μ2 - 1 ，其中 b为常数，k为整数。
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注 1 结合定理 5 和定理 6，可以得到形式更加一般的复微分-差分方程
( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + (αf ( z + c ) - βf ( z ) ) 2 = P ( z )

其中 λ( ≠ 0)，μ，α，β，c ( ≠ 0) 为常数。对此方程，当 α = 0，β = -1 时，即为文章定理 5 的结论；当 α = 1，β = 0
时，即为定理 6 的结论。那么有一个问题，当α和 β都取非零常数时，该方程是否存在整函数解？假设：当系

数λ，μ，α，β和常数 c之间满足一定的代数关系时，方程存在有穷级超越整函数解。

2 主要引理

为了证明文章的结论，需要如下引理：

引理 1［3］ 假设 f ( z ) 为超越亚纯函数，且h ( z ) 是非常数整函数，则 lim
r → ∞

T ( r, f (h ) )
T ( r,h ) = ∞.

引理 2［3］ 设 f ( z ) 为亚纯函数，f1 ( z ) = f (az + b)，a ≠ 0，则 f ( z ) 与 f1 ( z ) 具有相同的增长类。

引理 3［3］ 设 fj ( z ) ( j = 1,2,3) 为复平面上的亚纯函数，f1 ( z ) 为非常数，如果∑j = 1
n  fj ( z ) ≡ 1，且

∑j = 1
3 N ( r, 1

fj
) + 2∑j = 1

3 -N ( r, fj ) < (λ + o (1) )T ( r )
其中λ < 1，T ( r ) = max1 ≤ j ≤ 3T ( r, fj )，则 f2 ( z ) ≡ 1 或 f3 ( z ) ≡ 1.

引理 4［16］ 设A，c为非零常数，且 f ( z ) 为亚纯函数，则有T ( r, f ) = ο (T ( r,eAf ( z + c) ) ).
3 定理的证明

定理 5 的证明 显然方程 ( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z ) 2 = P ( z ) 可以改写为

{ [ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] + if ( z ) } { [ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] - if ( z ) } = P ( z )
根据 Weierstrass 因式分解定理，存在一个整函数h ( z ) 使得

ì
í
î

[ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] + if ( z ) = P1 ( z )eh ( z )

[ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] - if ( z ) = P2 ( z )e-h ( z )

其中P ( z ) ≡ P1 ( z )P2 ( z )，P1 ( z ) 与P2 ( z ) 都是非零多项式。经简单计算可得

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

μf ( z ) + λf ' ( z ) = P1 ( z )eh ( z ) + P2 ( z )e-h ( z )

2
f ( z ) = P1 ( z )eh ( z ) - P2 ( z )e-h ( z )

2i
（4）

所以有

λf ' ( z ) = [ iP1 ( z ) - μP1 ( z ) ] eh ( z ) + [ iP2 ( z ) + μP2 ( z ) ] e-h ( z )

2i （5）
由方程组（4）的第二式求导可得

f ' ( z ) = [ P'1 ( z ) + P1 ( z )h' ( z ) ] eh ( z ) - [ P'2 ( z ) - P2 ( z )h' ( z ) ] e-h ( z )

2i （6）
所以结合式（5）和式（6）可以得到

[ iP1 ( z ) - μP1 ( z ) - λP'1 ( z ) - λP1 ( z )h' ( z ) ] e2h ( z ) = -iP2 ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z ) + λP2 ( z )h' ( z ) （7）
下面分为两种情形。

情形 1 h ( z ) 为常数。此时h' ( z ) ≡ 0，因此有
[ ( i - μ )P1 ( z ) - λP'1 ( z ) ] e2h = -  ( i + μ )P2 ( z ) - λP'2 ( z )

通过上式易知 degP1 ( z ) = degP2 ( z ).
情形 2 h ( z ) 为非常数整函数。此时 e2h ( z ) 为超越整函数，所以由引理 1 可得

T ( r, iP1 ( z ) - μP1 ( z ) - λP'1 ( z ) - λP1 ( z )h' ( z ) ) = ο (T ( r, e2h ( z ) ) )
T ( r,-iP2 ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z ) + λP2 ( z )h' ( z ) ) = ο (T ( r, e2h ( z ) ) )

再结合式（7）容易得到

ì
í
î

λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z ) - iP1 ( z ) ≡ 0
λP'2 ( z ) + μP2 ( z ) - λP2 ( z )h' ( z ) + iP2 ( z ) ≡ 0
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因此

h' ( z ) ≡ iP1 ( z ) - λP'1 ( z ) - μP1 ( z )
λP1 ( z ) ≡ λP'2 ( z ) + μP2 ( z ) + iP2 ( z )

λP2 ( z ) （8）
经简单计算可得λP' ( z ) + 2μP ( z ) ≡ 0，即P ( z ) = Ae-2μ

λ z
，A为常数。因为P ( z ) 为多项式，所以必有 μ = 0，

此时P ( z ) = A，再结合式（8）即可得h' ( z ) = i
λ，积分后有h ( z ) = i

λ z + B，B为常数。

定理 6 的证明 方程 ( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z + c ) 2 = P ( z ) 可改写为

{ [ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] + if ( z + c ) } { [ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] - if ( z + c ) } = P ( z )
根据 Weierstrass 因式分解定理，存在一个整函数h ( z ) 使得

ì
í
î

[ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] + if ( z + c ) = P1 ( z )eh ( z )

[ μf ( z ) + λf ' ( z ) ] - if ( z + c ) = P2 ( z )e-h ( z )

其中P ( z ) ≡ P1 ( z )P2 ( z )，P1 ( z ) 与P2 ( z ) 都是非零多项式。经简单计算可得

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

μf ( z ) + λf ' ( z ) = P1 ( z )eh ( z ) + P2 ( z )e-h ( z )

2
f ( z + c ) = P1 ( z )eh ( z ) - P2 ( z )e-h ( z )

2i
（9）

对方程组（9）的第一式进行差分平移可得

μf ( z + c ) + λf ' ( z + c ) = P1 ( z + c )eh ( z + c) + P2 ( z + c )e-h ( z + c)

2 （10）
对方程组（9）的第二式两边求导可得

f ' ( z + c ) = [ P'1 ( z ) + P1 ( z )h' ( z ) ] eh ( z ) - [ P'2 ( z ) - P2 ( z )h' ( z ) ] e-h ( z )

2i
结合方程组（9）的第二式和式（10）有

λf ' ( z + c ) = iP1 ( z + c )eh ( z + c) + iP2 ( z + c )e-h ( z + c) - μP1 ( z )eh ( z ) + μP2 ( z )e-h ( z )

2i
由上面两个等式可以算出
-P1 ( z + c )
P2 ( z + c ) e2h ( z + c) + λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z )

iP2 ( z + c ) eh ( z + c) + h ( z ) + λP2 ( z )h' ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z )
iP2 ( z + c ) eh ( z + c) - h ( z ) = 1

（11）
情形 1 h ( z ) 为常数。此时h' ( z ) ≡ 0，因此由式（11）可知

[ λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) - iP1 ( z + c ) ] e2h = iP2 ( z + c ) + μP2 ( z ) + λP'2 ( z )
通过上式可知 degP1 ( z ) = degP2 ( z ).

情形 2 h ( z ) 为非常数整函数。此时 e2h ( z ) 为超越整函数，根据引理 4 可知
T ( r, h' ( z ) ) ≤ 2T ( r,h ( z ) ) + ο (T ( r,h ( z ) ) ) = ο (T ( r,e2h ( z + c) ) )

所以有

max {T ( r, -P1 ( z+ c )
P2 ( z+ c ) ),T ( r, λP'1 ( z ) +μP1 ( z ) +λP1 ( z )h' ( z )

iP2 ( z+ c ) ),T ( r, λP2 ( z )h' ( z ) -μP2 ( z ) -λP'2 ( z )
iP2 ( z+ c ) ) }=ο (T ( r,e2h ( z+ c) ) )

令               f1 ( z ) = -P1 ( z + c )
P2 ( z + c ) e2h ( z + c)， f2 ( z ) = λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z )

iP2 ( z + c ) eh ( z + c) + h ( z )

f3 ( z ) = λP2 ( z )h' ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z )
iP2 ( z + c ) eh ( z + c) - h ( z )

若 λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z ) ≡ λP2 ( z )h' ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z ) ≡ 0，则 f1 ( z ) = -P1 ( z + c )
P2 ( z + c ) e2h ( z + c) ≡ 1，

又由 h ( z ) 为非常数可知 f1 ( z ) 是超越的，矛盾。若λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z ) ≡ 0，则 f1( )z + f3 ( z ) ≡ 1，在

此情形下，结合引理 2、引理 4、Nevanlinna 第二基本定理可知

T ( r, f1 ( z ) ) ≤ N ( r, f1 ( z ) ) + N ( r, 1
f1 ( z ) ) + N ( 1

f1 ( z ) - 1 ) + ο (T ( r, f1 ( z ) ) )
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                         ≤ N ( r, f1 ( z ) ) + N ( r, 1
f1 ( z ) ) + N ( r, 1

f3 ( z ) ) + ο (T ( r, f1 ( z ) ) )
                         ≤ T ( r, P2 ( z + c ) ) + T ( r,P1 ( z + c ) ) + T ( r, 1

f3 ( z ) ) + ο (T ( r, f1 ( z ) ) )
                         ≤ ο (T ( r, e2h ( z + c) ) ) + ο (T ( r, eh ( z + c) - h ( z ) ) ) + ο (T ( r, f1 ( z ) ) )
                         ≤ ο (T ( r, f1 ( z ) ) )

这是矛盾的。所以 λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z ) 和 λP2 ( z )h' ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z ) 不恒等于 0. 因此结合

式（11）和引理 3 可得 f2 ( z ) ≡ 1 或 f3 ( z ) ≡ 1. 再分为两种情形。

情形 2.1 f2 ≡ 1，此时必有 f1 ( z ) + f3 ( z ) ≡ 0，所以

eh ( z + c) + h ( z ) ≡ iP2 ( z + c )
λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z ) ≡ λP2 ( z )h' ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z )

iP1 ( z + c )
经简单计算可得

λ2P'1( )z P2( )z h'( )z - λ2P1 ( z )P'2 ( z )h' ( z ) + λ2P1 ( z )P2 ( z )h' ( z ) 2 ≡
λ2P'1 ( z )P'2 ( z ) + λμP'1 ( z )P2 ( z ) + λμP1 ( z )P'2 ( z ) + μ2P1 ( z )P2 ( z ) - P1 ( z + c )P2 ( z + c )

对上式，如果h ( z ) 是超越整函数，那么等式左边的特征函数为 2T ( r,h')，等式右边的特征函数等于ο (T ( r, h') )，
这 显 然 是 矛 盾 的 ，所 以 h ( z ) 一 定 是 多 项 式 ，此 时 eh ( z + c) + h ( z ) 是 超 越 整 函 数 。 另 一 方 面 ，由

eh ( z + c) - h ( z ) ≡ iP2 ( z + c )
λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z ) 可知 eh ( z + c) + h ( z ) 是有理函数，矛盾。

情形 2.2 f3 ≡ 1，此时必有 f1 ( z ) + f2 ( z ) ≡ 0，所以

eh ( z + c) - h ( z ) ≡ iP2 ( z + c )
λP2 ( z )h' ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z ) ≡ λP'1 ( z ) + μP1 ( z ) + λP1 ( z )h' ( z )

iP1 ( z + c ) （12）
经简单计算可得

-λ2P1 ( z )P'2 ( z )h' ( z ) + λ2P'1 ( z )P2 ( z )h' ( z ) + λ2P1 ( z )P2 ( z )h' ( z ) 2 ≡
λ2P'1 ( z )P'2 ( z ) + λμP1 ( z )P'2 ( z ) + λμP'1 ( z )P2 ( z ) + μ2P1 ( z )P2 ( z ) - P1 ( z + c )P2 ( z + c ) （13）

与情形 2.1 的讨论相似，可知 h ( z ) 不可能是超越的，所以 h ( z ) 一定是多项式。由式（12）有 eh ( z - c) - h ( z ) 是多

项式，故 h ( z + c ) - h ( z ) 是常数多项式，那么 h ( z ) 是一次多项式。设 h ( z ) = az + b，a ( ≠ 0)，b为常数。把 h ( z )
代入式（13）可以得到

a2λ2P1 ( z )P2 ( z ) + aλ2P'1 ( z )P2 ( z ) - aλ2P1 ( z )P'2 ( z ) ≡
λ2P'1 ( z )P'2 ( z ) + λμP1 ( z )P'2 ( z ) + λμP'1 ( z )P2 ( z ) + μ2P1 ( z )P2 ( z ) - P1 ( z + c )P2 ( z + c )

比较等式两边最高次项系数可知a2λ2 = μ2 - 1，即a = ± μ2 - 1
λ ，代入式（12）有

e± μ2 - 1
λ ⋅ c ≡ iP2 ( z + c )

± μ2 - 1 P2 ( z ) - μP2 ( z ) - λP'2 ( z ) ≡ ± μ2 - 1 P1 ( z ) + λP'1 ( z ) + μP1 ( z )
iP1 ( z + c )

所以再分为两种情形。

情形 2.2.1 当a = μ2 - 1
λ 时，可得h ( z ) = μ2 - 1

λ z + b，e μ2 - 1
λ ⋅ c ≡ -i μ2 - 1 - iμ，且有

c = λ ln (-i μ2 - 1 - iμ ) + 2λkπi
μ2 - 1

其中 k为整数。

情形 2.2.2 当a = - μ2 - 1
λ 时，可得h ( z ) = - μ2 - 1

λ z + b，e- μ2 - 1
λ ⋅ c ≡ i μ2 - 1 - iμ，且有

c = - λ ln ( i μ2 - 1 - iμ ) + 2λkπi
μ2 - 1

其中 k为整数。
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Entire Solutions of Fermat Type Complex Differential Difference Equations
GONG Yi-hui，YANG Qi*

（School of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830054，China）

Abstract：This paper investigates the existence of entire solutions of complex differential equations in 
the form of ( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z ) 2 = P ( z )  and complex differential difference equations in the form of 
( μf ( z ) + λf ' ( z ) ) 2 + f ( z + c ) 2 = P ( z ) through the complex differential equations theory and the complex difference 
equations theory. Firstly，the two equations were factored using Weierstrass factorization theorem to compute the 
specific forms of f ( z ) and μf ( z ) + λf ' ( z )；Secondly，the exponent h ( z ) resulting from the factorization was discussed 
and divided into two cases，namely，h ( z )  as a constant and h ( z )  as a non-constant entire function；Lastly，the 
relationship between the individual variables in the entire solution was investigated in each of the cases. This article 
obtains two forms of the existence of entire solutions for Fermat type equations，generalising and improving the 
previous conclusions from a certain range.

Keywords：Complex differential equations；Complex difference equations；Nevanlinna theory；Entire solutions
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